
2026年早稲田大学教育学部問題 2

m,nは自然数です。
多項式 (x3 + x2 + 3x+ 1)nを x2 + x+ 1で割った余りを rn(x)とします。
|rn(m)|の正の約数が 4個となるm,nのうちm+ nが最小となるm,nを求めてください。
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解説・解答

x3 + x2 + 3x+ 1 = (x2 + x+ 1)x+ 2x+ 1なので r1(x) = 2x+ 1です。
(2x+ 1)nを x2 + x+ 1で割った余りが rn(x)となります。

(2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 = 4(x2 + x+ 1)− 3なので r2(x) = −3です。
kを自然数として r2k(x) = (−3)k , r2k+1(x) = (−3)k(2x+ 1)です。

| r2k(m)| = 3k , |r2k+1(m)| = 3k(2m+ 1)です。
正の約数が 4個となるのは |rn(m)| = pq, 3p, 33 (q, pは 5以上の異なる素数)のときです。
pqの場合 余りは r1(

pq−1
2

)なのでm+ n ≧ 5·7−1
2

+ 1 ≧ 18です。
3pの場合 余りは r1(

3p−1
2

), r3(
p−1
2
)なのでm+ n ≧ 5−1

2
+ 3 ≧ 5です。

33の場合 余りは r1(13), r3(4), r5(1), r6(m)なのでm+ n ≧ 6です。
よって r3(2) = 3 · 5のときm+ nは最小です。

以上より (m,n) = 2, 3です。
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