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nは自然数です。
(
√
2 + 1)n + (

√
2 − 1)nが整数となる必要十分条件を求めてください。
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解説・解答

α =
√
2 + 1 > 0 , β =

√
2 − 1 > 0 , an = αn + βn > 0と置きます。

a1 = α + β = 2
√
2 , a2 = α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 6

自然数 kで a2k−1 =
√
2 b2k−1 , a2k = b2k (b2k−1, b2kは整数)と仮定します。

a2k+1 = α2k+1 + β2k+1 = (α2k + β2k)(α + β)− αβ(α2k−1 + β2k−1) =
√
2 (2b2k − b2k−1)

a2k+2 = α2k+2 + β2k+2 = (α2k+1 + β2k+1)(α + β)− αβ(α2k + β2k) = 7b2k − 4b2k−1

数学的帰納法により、
nが奇数のとき an =

√
2 bn (bnは整数)、偶数のとき an = bn (bnは整数)です。√

2 は無理数なので√
2 bnは整数ではありません。

以上より (
√
2 + 1)n + (

√
2 − 1)nが整数となる必要十分条件は「nが偶数」です。
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