
2025年京都大学理系問題 1

iは虚数単位です。
zが絶対値 2の複素数全体を動くとき

∣∣∣z − i

z

∣∣∣の最大値と最小値を求めてください。
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解説・解答

zが絶対値 2の複素数全体を動くので z = 2(cos θ + i sin θ) (0 ≦ θ ≦ 2π)と置きます。∣∣∣z − i

z

∣∣∣2 = ∣∣∣2(cos θ + i sin θ)− i

2(cos θ + i sin θ)

∣∣∣2
=

∣∣∣2(cos θ + i sin θ)− sin θ + i cos θ

2

∣∣∣2
=

∣∣∣(2 cos θ − sin θ

2

)
+ i

(
2 sin θ − cos θ

2

)∣∣∣2
=

(
2 cos θ − sin θ

2

)2

+
(
2 sin θ − cos θ

2

)2

= 4(sin2 θ + cos2 θ)− 4 sin θ cos θ +
sin2 θ + cos2 θ

4

=
17

4
− 2 sin 2θ

sin 2θ = −1のときに最大になり、sin 2θ = 1のときに最小になります。

以上より
∣∣∣z − i

z

∣∣∣の最大値は√
17

4
+ 2 =

5

2
, 最小値は

√
17

4
− 2 =

3

2
です。
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