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a, bは自然数、pは素数です。
a4 − 4a2b+ 4b3 − b4 = p2を満たす組 (a, b, p)を求めてください。
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解説・解答

p2 = a4 − 4a2b+ 4b3 − b4

= (a4 − 4a2b+ 4b2)− (b4 − 4b3 + 4b2)

= (a2 − 2b)2 − (b2 − 2b)2

= {(a2 − 2b)− (b2 − 2b)}{(a2 − 2b) + (b2 − 2b)}
= (a2 − b2)(a2 + b2 − 4b)

= (a− b)(a+ b)(a2 + b2 − 4b)

a− b , a+ b , a2 + b2 − 4bは p2の約数です。
a, bは自然数、pは素数なので a ≧ 1 , b ≧ 1 , p ≧ 2です。
a+ b ≧ 2なので a+ b = p, p2です。
−a− b < a− b < a+ bより−2 < a− b < 2なので a− b = ±1です。
よって (a− b, a+ b, a2 + b2 − 4b) = (−1, p,−p), (−1, p2,−1), (1, p, p), (1, p2, 1)です。

(a− b, a+ b, a2 + b2 − 4b) = (−1, p,−p)のとき
a = b− 1 , p = a+ b = 2b− 1

a2 + b2 − 4b+ p = (b− 1)2 + b2 − 4b+ (2b− 1) = 2b(b− 2) = 0

よって b = 2なので a = 2− 1 = 1 , p = 2 · 2− 1 = 3です。

(a− b, a+ b, a2 + b2 − 4b) = (−1, p2,−1)のとき
a = b− 1なので a2 + b2 − 4b+ 1 = (b− 1)2 + b2 − 4b+ 1 = 2(b2 − 3b+ 1) = 0

よって、条件を満たす自然数 bはありません。

(a− b, a+ b, a2 + b2 − 4b) = (1, p, p)のとき
a = b+ 1 , p = a+ b = 2b+ 1

a2 + b2 − 4b− p = (b+ 1)2 + b2 − 4b− (2b+ 1) = 2b(b− 2) = 0

よって b = 2なので a = 2 + 1 = 3 , p = 2 · 2 + 1 = 5です。

(a− b, a+ b, a2 + b2 − 4b) = (1, p2, 1)のとき
a = b+ 1なので a2 + b2 − 4b+ 1 = (b+ 1)2 + b2 − 4b− 1 = 2b(b− 1) = 0

よって b = 1 , a = 1 + 1 = 2 , p2 = 2 + 1 = 3なので条件を満たす素数 pはありません。

以上より (a, b, p) = (1, 2, 3), (3, 2, 5)です。
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