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m,nはm > nを満たす 100以下の正の整数です。
ユークリッドの互除法でm,nの最大公約数を求めるとき、
余りを求める回数が最も多くなるm,nを求めてください。
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解説・解答

ユークリッドの互除法を式で表すと a1 = m, a2 = n , an+2 = an −
[

an
an+1

]
an+1

anが an+1で割り切れるまで繰り返します。
第N 項で終わりなら a1, a2, a3, · · · , aN−1, aN で aN−1 = kaN (kは 2以上の整数)、
aN がm,nの最大公約数です。

an+2 = an −
[

an
an+1

]
an+1 ≦ an − an−1なので an+2 + an+1 ≦ anです。

減り方が少ない方が回数を増やせるので an+2 + an+1 = anの場合を考えます。

b1 = aN , b2 = aN−1, b3 = aN−2, · · · , bN = a1と置けば bn + bn+1 = bn+2です。
初期値 (b1, b2)が小さい方が回数を増やせます。
初期値を (b1, b2) = (1, 2)として 100以下の項を計算します。
b3 = 3, b4 = 5, b5 = 8, b6 = 13, b7 = 21, b8 = 34, b9 = 55, b10 = 89

b2 = 3の場合や b1 = 2の場合でも同じ回数になるかもしれないので調べます。
(b1, b2) = (1, 3)のとき b3 = 4, b4 = 7, b5 = 11, b6 = 18, b7 = 29, b8 = 47, b9 = 76

(b1, b2) = (2, 4)のとき b3 = 6, b4 = 10, b5 = 16, b6 = 26, b7 = 42, b8 = 68

以上より、余りを求める回数が最も多くなるのは (m,n) = (89, 55)です。
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