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xy平面上に点A(−1,−1), B(1, 1), P (t, t3) (0 < t < 1)をとります。
∠APB (0 < ∠APB < π)を最小にする tの値を求めてください。
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解説・解答

A(−1,−1), B(1, 1), P (t, t3) (0 < t < 1)の位置関係を考慮して

AP,BP と x軸のなす角をそれぞれ α, β
(
π < α <

3π

2
, 0 < β <

π

2

)
と置きます。

(AP の傾き) =
t3 − (−1)

t− (−1)
= t2 − t+ 1 =

(
t− 1

2

)2

+
3

4
= tanα

(BP の傾き) =
t3 − 1

t− 1
= t2 + t+ 1 =

(
t+

1

2

)2

+
3

4
= tan β

tan∠APB = tan(α− β) =
tanα− tan β

1 + tanα tan β
=

(t2 − t+ 1)− (t2 + t+ 1)

1 + (t2 − t+ 1)(t2 + t+ 1)
=

−2

t3 + t+ 2
t

π < α <
3π

2
, 0 < β <

π

2
より

π

2
< ∠APB <

3π

2
です。

f(t) = t3 + t+
2

t
> 0 (0 < t < 1)と置き、微分して増減を調べます。

f ′(t) = 3t2 + 1− 2

t2
=

3t4 + t2 − 2

t2
=

(t2 + 1)(3t2 − 2)

t2

f(t)は 0 < t <

√
2√
3
で減少、t =

√
2√
3
で極小、

√
2√
3

< t < 1で増加です。

よって t =

√
2√
3

=

√
6

3
のとき tan∠APB =

−2

f(t)
は最小です。

ゆえに t =

√
6

3
のとき∠APBは最小です。
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