
2021年東北大学理系問題 2

p, qは 3以上の整数です。
平面上の三角形ABCを考え、辺ABを 1

p
: 1− 1

p
に内分する点をP、辺BCを 1

q
: 1− 1

q

に内分する点をQ、辺CAの中点をRとします。
三角形ABC,PQRの面積をそれぞれ △ABC, △PQRと置きます。
△ABC

△PQR
が整数となる (p, q)を求めてください。
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解説・解答

三角形ABCと三角形APRで∠Aは共通です。
AB : AP = 1 : 1

p
, AC : AR = 1 : 1

2
なので

△ABC : △APR = 1
2
AB · AC sinA : 1

2
AP · AR sinA = 1 : 1

2p
です。

三角形ABCと三角形BPQで∠Bは共通です。
AB : BP = 1 : 1− 1

p
, BC : BQ = 1 : 1

q
なので

△ABC : △BPQ = 1
2
BA ·BC sinB : 1

2
BP ·BQ sinB = 1 : ( 1

q
− 1

pq
)です。

三角形ABCと三角形CQRで∠Cは共通です。
BC : CQ = 1 : 1− 1

q
, AC : CR = 1 : 1

2
なので

△ABC : △CQR = 1
2
CA · CB sinC : 1

2
CQ · CR sinC = 1 : ( 1

2
− 1

2q
)です。

△ABC

△PQR
=

△ABC

△ABC −△APR −△BPQ−△CQR

=
1

1− 1
2p

− ( 1
q
− 1

pq
)− ( 1

2
− 1

2q
)

=
1

1
pq

− 1
2p

− 1
2q

+ 1
2

=
1

( 1
q
− 1

2
) 1
p
− 1

2q
+ 1

2

p, qは 3以上の整数なので p > 2 , q > 2です。
1
q
− 1

2
< 1

2
− 1

2
= 0

( 1
q
− 1

2
) 1
p
− 1

2q
+ 1

2
< − 1

2q
+ 1

2
< 1

2
です。

( 1
q
− 1

2
) 1
p
− 1

2q
+ 1

2
> ( 1

q
− 1

2
) 1
2
− 1

2q
+ 1

2
= 1

4
です。

以上より 2 <
△ABC

△PQR
< 4なので

△ABC

△PQR
=

2pq

pq − p− q + 2
= 3です。

2pq = 3(pq − p− q + 2)は (p− 3)(q − 3) = 3に式変形できるので
(p− 3, q − 3) = (1, 3), (3, 1)です。
ゆえに (p, q) = (4, 6), (6, 4)です。
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