
2021年一橋大学問題 2

nは自然数です。
実数 xに対して xを超えない最大の整数を [x]と表します。

Sn =
n2∑
k=1

2[
√
k ]を求めてください。
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解説・解答

mを自然数とし、m2 ≦ k < (m+ 1)2のとき [
√
k ] = mです。

(m+1)2−1∑
k=m2

2[
√
k ] =

m2+2m∑
k=m2

2m = {(m2 + 2m)−m2 + 1}2m = (2m+ 1)2m

an =

(n+1)2−1∑
k=1

2[
√
k ] =

n∑
m=1

(m+1)2−1∑
k=m2

2[
√
k ]

 =
n∑

m=1

(2m+ 1)2mと置きます。

an = 2an − an

= 2
n∑

m=1

(2m+ 1)2m −
n∑

m=1

(2m+ 1)2m

=
n+1∑
m=2

(2m− 1)2m −
n∑

m=1

(2m+ 1)2m

= (2n+ 1)2n+1 +
n∑

m=2

{(2m− 1)− (2m+ 1)}2m − 6

= (2n− 1)2n+1 + 2

S1 =
12∑
k=1

2[
√
k ] = 2[

√
12 ] = 2

n ≧ 2のとき

Sn =
n2∑
k=1

2[
√
k ] = an−1 + 2[

√
n2 ] = {(2n− 3)2n + 2}+ 2n = (n− 1)2n+1 + 2

この式は n = 1でも成り立っています。

以上より Sn = (n− 1)2n+1 + 2です。

2


