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数列 {an}を a1 = 4, an+1 = 4− 4

an
(n = 1, 2, 3, · · · )で定めます。

a1から anまでの積をMnとし、Sn =
n∑

k=1

Mkを求めてください。
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解説・解答

a1 = 4 > 2, ak > 2のとき ak+1 = 4− 4

ak
> 4− 4

2
= 2なので

数学的帰納法により全ての自然数 nで an > 2です。

an+1 = 4− 4

an
の両辺から 2を引き 2で割ります。

an+1 − 2

2
= 1− 2

an
=

an − 2

an

逆数にします。
2

an+1 − 2
=

an
an − 2

=
2 + (an − 2)

an − 2
=

2

an − 2
+ 1

数列
{ 2

an − 2

}
は公差 1の等差数列なので

2

an − 2
=

2

a1 − 2
+ (n− 1) · 1 = nです。

よって an =
2

n
+ 2 =

2(n+ 1)

n
です。

Mn = a1 · a2 · a3 · · · · an =
2 · 2
1

· 2 · 3
2

· 2 · 4
3

· 2 · 5
4

· 2 · 6
5

· · · · · 2(n+ 1)

n
= (n+ 1) · 2n

Sn = 2Sn − Sn = 2
n∑

k=1

(k + 1) · 2k −
n∑

k=1

(k + 1) · 2k

=
n∑

k=1

(k + 1) · 2k+1 −
n−1∑
k=0

(k + 2) · 2k+1

= (n+ 1) · 2n+1 −
n−1∑
k=1

2k+1 − (0 + 2) · 20+1

= (n+ 1) · 2n+1 − 4 · (2n−1 − 1)

2− 1
− 4

= n · 2n+1
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