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n, pは正の整数です。

不等式
2np+1

√
n

2p+ 3
<

n∑
k=1

kp
√
k <

2(n+ 1)p+1
√
n+ 1

2p+ 3
を証明してください。
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解説・解答

f(x) = xp
√
x = x

2p+1
2 (x ≧ 0)と置き、

F (n) =

∫ n

0

f(x)dx =

∫ n

0

x
2p+1

2 dx =

[
2x

2p+3
2

2p+ 3

]n

0

=
2n

2p+3
2

2p+ 3
=

2np+1
√
n

2p+ 3
と置きます。

f(x)は単調増加なので、範囲 k < x < k + 1 (k = 0, 1, 2, 3, · · · )では f(x) > f(k)です。∫ k+1

k

f(x)dx >

∫ k+1

k

f(k)dx = f(k)です。

f(0) = 0なので
n∑

k=1

f(k) =
n∑

k=0

f(k) <
n∑

k=0

∫ k+1

k

f(x)dx =

∫ n+1

0

f(x)dx = F (n+ 1)です。

f(x)は単調増加なので、範囲 k − 1 < x < k (k = 1, 2, 3, · · · )では f(x) < f(k)です。∫ k

k−1

f(x)dx <

∫ k

k−1

f(k)dx = f(k)です。

よって
n∑

k=1

f(k) >
n∑

k=1

∫ k

k−1

f(x)dx =

∫ n

0

f(x)dx = F (n)です。

以上より F (n) <
n∑

k=1

f(k) < F (n+ 1)なので

2np+1
√
n

2p+ 3
<

n∑
k=1

kp
√
k <

2(n+ 1)p+1
√
n+ 1

2p+ 3
です。
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