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nは自然数です。
f(x) = |x− 2|+ |x− 22|+ |x− 23|+ · · · · · ·+ |x− 22n+1|
の最小値を求めてください。
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解説・解答

三角不等式 { |a|+ |b| ≧ |a+ b| (ab ≧ 0のとき等号成立) }により、k = 1, 2, 3, · · · , nで∣∣x− 2k
∣∣+ ∣∣x− 2n+1+k

∣∣ = ∣∣2n+1+k −x
∣∣+ ∣∣x− 2k

∣∣ ≧ ∣∣(2n+1+k −x)+ (x− 2k)
∣∣ = 2n+1+k − 2k

( 2k ≦ x ≦ 2n+1+kのとき等号成立 )

f(x) =
∣∣x− 2

∣∣+ ∣∣x− 22
∣∣+ ∣∣x− 23

∣∣+ · · ·+
∣∣x− 22n+1

∣∣
=

n∑
k=1

∣∣x− 2k
∣∣+ ∣∣x− 2n+1

∣∣+ n∑
k=1

∣∣x− 2n+1+k
∣∣

=
n∑

k=1

(∣∣x− 2k
∣∣+ ∣∣x− 2n+1+k

∣∣)+
∣∣2n+1 − x

∣∣
≧

n∑
k=1

(
2n+1+k − 2k

)
+
∣∣x− 2n+1

∣∣ ( 2n ≦ x ≦ 2n+2のとき等号成立 )

≧
n∑

k=1

(
2n+1+k − 2k

)
(x = 2n+1のとき等号成立 )

= 2
(
2n+1 − 1

) n∑
k=1

2k−1

= 2
(
2n+1 − 1

)(
2n − 1

)
以上より、最小値は f

(
2n+1

)
= 2

(
2n − 1

)(
2n+1 − 1

)
です。
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