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nを自然数として fn(x) =

∫ π
2

0

(
x cos θ + sin 2nθ

)2
dθとします。

fn(x)の最小値を anとします。 lim
n→∞

anを求めてください。
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解説・解答

fn(x) =

∫ π
2

0

(
x cos θ + sin 2nθ

)2
dθ

=

∫ π
2

0

(
x2 cos2 θ + 2x cos θ sin 2nθ + sin2 2nθ

)
dθ

=

∫ π
2

0

(
1 + cos 2θ

2
x2 +

{
sin(2n+ 1)θ + sin(2n− 1)θ

}
x+

1− cos 4nθ

2

)
dθ

=

[( θ

2
+

sin 2θ

4

)
x2 −

{ cos(2n+ 1)θ

2n+ 1
+

cos(2n− 1)θ

2n− 1

}
x+

( θ

2
− sin 4nθ

8n

)]π
2

0

=
π

4
x2 +

4n

(2n+ 1)(2n− 1)
x+

π

4

=
π

4

(
x+

4n

(2n+ 1)(2n− 1)π

)2

− 16n2

(2n+ 1)2(2n− 1)2π
+

π

4

以上より an = fn

(
−4n

(2n+ 1)(2n− 1)π

)
=

π

4
− 16n2

(2n+ 1)2(2n− 1)2π
です。

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
π

4
−

16
n2

(2 + 1
n
)2(2− 1

n
)2π

)
=

π

4
です。
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