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n, pは正の整数です。
α, βは xに関する方程式 x2 − 2px− 1 = 0の 2つの解で |α| > 1とします。
極限 lim

n→∞
(−α)n sin(αnπ)を求めてください。
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解説・解答

判別式 D/4 = p2 + 1 > 0なので α, βは実数です。
解と係数の関係より α + β = 2p, αβ = −1です。

α + β = 2pは偶数です。
α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = (2p)2 − 2 · (−1) = 4p2 + 2も偶数です。
αk + βk, αk+1 + βk+1が偶数だと仮定すると
αk+2 + βk+2 = (α + β)(αk+1 + βk+1)− αβ(αk + βk) = 2p · (偶数) + (偶数)

よって αk+2 + βk+2も偶数です。
数学的帰納法により全ての正の整数 nで αn + βnは偶数です。

sin(αnπ) = sin{(αn + βn)π − βnπ} = − sin(βnπ)

|α| > 1より |β| =
∣∣∣∣ αβα

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −1

α

∣∣∣∣ = 1

|α|
< 1なので lim

n→∞
βn = 0です。

lim
n→∞

(−α)n sin(αnπ) = lim
n→∞

(−1)n+1αn sin(βnπ)

= lim
n→∞

(−1)n+1(αβ)nπ · sin(βnπ)

βnπ

= lim
n→∞

(−1)2n+1π · sin(βnπ)

βnπ
= −π
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