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第 I部

基礎事項

1 最適化問題の基礎事項

1.1 最適化問題と用語

定義 1.1 X をRnなどの適当な集合とし、その部分集合を S、f をX を定義域とする実数値関数とする。

ある x∗ ∈ Sが、∀x ∈ Sについて f(x∗) ≤ f(x) を満たすとき、f(x∗)を最小値、x∗を最小解という。また、

ある x∗ ∈ S が、∀x ∈ S について f(x∗) ≥ f(x) を満たすとき、f(x∗)を最大値、x∗を最大解という。この

とき S, f について最小解もしくは最大解を求める問題を最適化問題といい

minimize f(x)
s.t. x ∈ S

[P1]

maximize f(x)
s.t. x ∈ S

などと表す1。最適化問題に対して、求めたい最小解もしくは最大解を最適解・大局的最適解という。この

とき、関数 f を目的関数、集合 S を許容領域・実行可能領域・許容集合といい、S の元を許容解・実行可

能解という。また、許容集合を定める条件を制約といい、これが式で表されるとき制約式とも呼ぶ。

最大化問題は目的関数を−1倍することにより、最小化問題となるので、以後一般的な視点では、最小化
問題のみを扱うものとする。

定義 1.2 （最適化問題の解のパターン）[P1]において、許容解が存在するとき、最適化問題は実行可能で
あるといい、許容解が存在しないとき、つまり S = ϕであるとき、最適化問題は実行不可能であるという。

また、許容集合の目的関数による像 f(S)が下に有界であれば、最適化問題は有界であるといい、有界でなけ
れば非有界であるという。有界であれば、実数の順序完備性（付録命題A.1）から、f(S)には下限 inf

x∈S
f(x)

が存在する。この下限を最適値と呼ぶ。最適値が存在しても、最適値を実現する許容解が存在するとは限ら

ない。最適値を実現する許容解が存在すれば、それは最適解である。

最適化問題のパターンのまとめ
実行不可能

実行可能 非有界

実行可能 有界 最適解存在せず

実行可能 有界 最適解が存在

最適解の存在については、次の定理がある。

定理 1.1 f(S)が有界閉集合・コンパクトであるときは、f(S)に最小値が存在し、したがっ
て、最適解が存在する。また、f(S)が下に有界でかつ閉集合であれば、やはり最適解が存
在する。さらに、許容集合 Sがコンパクトで、f が連続関数ならば、最適解が存在する。

(proof)

定理 C.9定理 C.10 定理 C.11より示される。 証明終

1s.t. という略語は subject to と such that という二つの意味で用いられるが、最適化問題に関しては subject to の方が意味と
してより適切であろう。
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1.1.1 無限大の扱い

実際には、関数は ±∞をとると考えることも多い。凸解析の分野では、積極的にこの概念を取り入れて
いる。次の定義を置く。

定義 1.3 適当な集合X を定義域とする関数 f : X → Rn ∪ {±∞}について

domf ≡ {x ∈ X;−∞ < f(x) < ∞}

を実効定義域・実効領域2という。

しかし、一般の最適化問題では、±∞をとらない関数 (domfc = ϕ)と考えたり、定義域ではないとして
あらかじめ許容解から除いておく (許容集合 S ⊂ domf となる)ことが多い。また、以後、domf = ϕであ

るような極めて特殊な関数は扱わないとする。これは実用的にはまったく問題ない仮定である。

1.2 最適化問題への一般的なアプローチ

1.2.1 最適化問題の分類

一般的には、最適解に到達することは容易ではない。まず、実際の問題に即して、目的関数や制約に制限

を加え、クラスに分類し、それぞれに固有の方法を用いることが考えられる。分類されたクラスの例とし

ては

1. 線形計画問題
· · · 目的関数が線形関数（一次関数）で、制約が線形関数の等式及び不等式で表されるもの。

2. 非線形計画問題
· · · 目的関数が Rn を定義域とする一般の関数で、制約も同様の関数の等式及び不等式で表される

もの。

3. 凸計画問題
· · · 目的関数がRnを定義域とする凸関数で、制約が不等式に対しては凸関数、等式に対しては線形

関数の形で表されるもの。

4. 錐線形計画問題
· · · 詳細後述

5. 半正定値計画問題
· · · 詳細後述

6. 二次錐計画問題
· · · 詳細後述

7. 制約なし計画問題
· · · 制約がなく、許容集合が目的関数の定義域と一致する (S = X)もの。

8. 離散計画問題
· · · 離散的な構造を持つ問題の総称。組み合わせ最適化問題とも言う。

9. 整数計画問題
· · · 線形計画問題に、整数性の制約を加えたもの。

のようなものがある。これらの間では

非線形計画問題 ⊃凸計画問題 ⊃錐線形計画問題 ⊃線形計画問題・半正定値計画問題・二次錐計画問題

という包含関係が存在しており、また、離散計画問題ではその定義は明確なものではない。
2effective domain
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1.2.2 最適性条件

また、最適解が満たすべき必要条件により絞り込むことが考えられる。

定義 1.4 最適解であることの必要条件を最適性条件という。

対偶を考えることにより、最適性条件を満たさない許容解は最適解ではないといえる。最適性条件の一つ

として、局所的最適解がある。

定義 1.5 [P1]で、X を距離空間とし、x∗ ∈ X について、そのある近傍 Vϵ(x∗)が存在して

minimize f(x)
s.t. x ∈ S ∩ Vϵ(x∗)

の最適解が x∗ であるとき、x∗ を局所（的）最適解という。

いわゆる、極値・停留点は、局所的最適解となるものである。大局的最適解は、局所的最適解であるが、

逆は一般には成立しない。ただし、前に挙げた凸計画問題では、局所的最適解が大局的最適解であることが

保証されている。

1.2.3 アルゴリズム

最適化問題は、実用を念頭に置いた問題であり、解を得ることが最たる目的である。そのために、アルゴ

リズムによって十分実用的な近似解を得ることは、有力な方法である。

1.2.4 問題の書き換え

制約を別の同値な制約に置き換え、問題を書き換えることもよくなされる。この同値な制約で置き換え

た場合には、書き換えられた問題は元の問題と最適化問題としてはまったく同じである。また、最適解が満

たすべき必要条件を制約として付加することもある。この場合には、許容集合が小さくなるが、最適解は変

化せず、また、許容性も変化しないので、実用的には、最適解に焦点があることが多いこともあり、有用な

書き換えである。

5



第 II部

非線形計画問題

2 非線形計画問題の概要

2.1 非線形計画問題の表現

非線形計画問題とは、すでに述べたように、目的関数が Rn を定義域とする一般の関数で、制約も同様

の関数の等式及び不等式で表される最適化問題である。より記号的に表現すれば

minimize f(x) (f : Rn → R)
s.t. gi(x) ≥ 0 (i = 1, · · · , l)

gi(x) = 0 (i = l + 1, · · · ,m)
(gi : Rn → R)

[P2]

となる。要するに、式の形で表される最適化問題のことである。

ところで、等式は、不等式 2個を以て同値に書き換えられる、すなわち X = Y ↔ X ≤ Y,X ≥ Y であ

る。こうして等式制約を同値変形すると、すべて不等式制約となって、形式上扱いやすく、この形

minimize f(x)
s.t. gi(x) ≥ 0 (i = 1, · · · ,m)

[P3]

で非線形計画問題を記述することも多い。この形式を不等式形という。また、不等式制約をまとめてg(x) ≥ 0

とも記述する。また

minimize f(x)
s.t. gi(x) ≥ 0 (i = 1, · · · ,m)

x ≥ 0

[P4]

の形を、不等式標準形という。不等式形にした任意の非線形最適化問題に対して、各変数を
xi = x+

i − x−
i

x+
i ≥ 0

x−
i ≥ 0

によって二個の非負制約変数によって表すことによって、実現できる。さらに

minimize f(x)
s.t. gi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m)

x ≥ 0

[P5]

の形を、等式標準形という。不等式標準形から、各不等式に対しては、新たな変数（スラック変数）xs
i を

導入して gi(x) − xs
i = 0

xs
i ≥ 0

と書き換えることにより、任意の非線形計画問題を等式標準形で記述することができる。以上で述べたこと

を、定理の形でまとめておく。

定理 2.1 任意の非線形計画問題は不等式形・不等式標準形・等式標準形に書き換えられる。
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2.2 共通基礎事項

定義 2.1 （ラグランジュ関数）非線形計画問題 [P3]において、目的関数 f の定義域の部分集合を V とし、

0 ≤ λ = (λ1, · · · , λm) ∈ Rm とするとき

L(x, λ) ≡ f(x) − λ1g1(x) − · · · − λmgm(x)

= f(x) − λT g(x)

である関数 LV (x, λ) : V × Rm → Rをラグランジュ関数といい、ベクトル λを（一般化）ラグランジュ

乗数（ラグランジュの未定乗数）という。V = Rn の場合は、単純に L(x,λ)と表す。

2.2.1 多変数解析

証明はせずに、列挙にとどめる。

定理 2.2 （多変数の平均値の定理）f : Rn → Rが [x,x′] ⊂ Rnで微分可能ならば

0 ≤ ∃θ ≤ 1, f(x′) − f(x) = (x′ − x)T∇f(θx′ + (1 − θ)x)

となる。

定義 2.2 二回微分可能な関数 f : Rn → Rに対して

∇2f ≡


∂2f

∂x1∂x1
· · · ∂2f

∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
· · · ∂2f

∂xn∂xn


をヘッセ行列という。

定理 2.3 （2次の多変数テイラー展開）f : Rn → Rが [x, x′] ⊂ Rnで 2回微分可能ならば

0 ≤ ∃θ ≤ 1, f(x′) − f(x) = (x′ − x)T∇f(x) +
1

2
(x′ − x)T∇2f(θx′ + (1 − θ)x)(x′ − x)

となる。

2.2.2 凸集合

定義 2.3 線形空間の部分空間 F と ∀x, y ∈ F, 0 ≤ ∀t ≤ 1について

tx + (1 − t)y ∈ F

が成り立つとき、F を凸集合という。

補題 2.4 A,Bが凸集合ならば、A ∩ Bも凸集合である。

(proof)

∀x, y ∈ A ∩ B, 0 ≤ ∀t ≤ 1について

tx + (1 − t)y ∈ Aかつ tx + (1 − t)y ∈ B

であるから、つまり

tx + (1 − t)y ∈ A ∩ B

である。 証明終
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定理 2.5 （分離定理）閉凸集合 F ⊂ Rnと z ̸∈ F なる点 zについて

∀x ∈ F, aT z < Θ < aT x (aT z − Θ < 0 < aT x − Θ)

なる a ∈ Rn, Θ ∈ Rが存在する3。

(proof)

F = ϕである場合は、自明である。F ̸= ϕであるとき、適当な f ∈ F をとり、L ≡ ∥f − z∥として

G = F ∩ V L(z)

とおく。V L(z)は明らかに有界なので、Gも有界である。また、補題 B.13より V L(z)は閉集合であり、F

も閉集合なので、定理 B.1よりGも閉集合である。すなわち、Gは有界閉集合であるので、定理 C.6より
Gはコンパクトである。

fz(x) ≡ ∥x − z∥

とおくと、定理B.18より距離関数は連続なので、定理C.11より fz(G)には最小値が存在する。このとき、fz

の最小値を与えるg ∈ Gが少なくともひとつは存在する。また、F\Gの元から zへの距離は ∥f−z∥ ≥ ∥g−z∥
よりも大きいので、gは F の fz を最小にする元でもある。これを用いて

a ≡ g − z

とおく。

このとき ∀x ∈ F, 0 ≤ ∀t < 1について、fz(tg + (1 − t)x) ≥ fz(g)であるから

∥tg + (1 − t)x − z∥2 ≥ ∥g − z∥2 = ∥a∥2

∥(1 − t)(x − g) + a∥2 ≥ ∥a∥2

(1 − t)2∥x − g∥2 + 2(1 − t)aT (x − g) + ∥a∥2 ≥ ∥a∥2

(1 − t)∥x − g∥2 + 2aT (x − g) ≥ 0 ∵ここでは t < 1

2aT (x − g) + 2∥a∥2 ≥ 2∥a∥2 − (1 − t)∥x − g∥2

であるが、∥a∥ > 0であり、かつ 1 − t > 0をいくらでも小さくできるので、2∥a∥2 − (1 − t)∥x − g∥2 > 0
となるよう 0 < ∃t < 1をとれる。このとき

2aT (x − g) + 2∥a∥2 ≥ 2∥a∥2 − (1 − t)∥x − g∥2 > 0

2aT (x − g) + 2aT (g − z) > 0

aT (x − z) > 0

aT x > aT z

である。このとき、例えば Θ ≡ aT x + aT z

2
とすれば

∀x ∈ F, aT z < Θ < aT x

である。 証明終

2.2.3 錐

定義 2.4 線形空間の部分空間K について

∀x ∈ K, ∀λ > 0 λx ∈ K

が成り立つとき、K は錐であるという。凸集合である錐を凸錐、さらに閉集合である錐を閉凸錐という。
3超平面 {x ∈ Rn; aT x − Θ = 0} によって、F と z が分離されるということを表している。
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定義 2.5 計量線形空間 V の錐K に対し

K∗ ≡ {v ∈ V ;∀u ∈ K, (u, v) ≥ 0}

を、K の双対錐という。さらにK = K∗ となるならば、K は自己双対錐であるという。

(例)

例えば、線形空間は錐であり、特に線形部分空間も錐である。線形部分空間については、容易にその双対

錐が直交補空間であることがわかる。また、非負制約 {x ∈ Rn; x ≥ 0}は閉凸錐である。さらに、非負制
約は自己双対錐でもある。（次の補題参照）

補題 2.6 K ≡ {x ∈ Rn; x ≥ 0}（非負制約）とするとK∗ = Kである。

(proof)

x ∈ K∗ならば、∀u ∈ K ↔ u ≥ 0に対してuT x ≥ 0である。よって、特にu = ei = (0, · · · , 1(i 要素), · · · , 0)T

とすれば

uT x = xi ≥ 0

が必要である。逆に x ≥ 0ならば、∀u ∈ K ↔ u ≥ 0に対して uT x ≥ 0である。よって

K∗ = {x ∈ Rn; x ≥ 0} = K

である。 証明終

定理 2.7 （錐の分離定理）閉凸錐K ⊂ Rnと z ̸∈ Kなる点 zについて

∀x ∈ K, aT z < 0 ≤ aT x

なる a ∈ Rnが存在する。

(proof)

K ⊂ Rn は閉凸集合なので、定理 2.5より

∀x ∈ F, aT z < Θ < aT x

なる a ∈ Rn,Θ ∈ Rが存在する。∀λ > 0に対して λa ∈ F なので

aT z < Θ < λ(aT x)

である。aT x < 0と仮定すると、λ > 0は任意なので、十分大きく取れば

λ(aT x) < Θ

とできて矛盾する。よって 0 ≤ aT x である。また、Θ > 0と仮定すると、λ > 0は任意なので、十分小さ
く取れば

Θ > λ(aT x)

とできて矛盾する。よって Θ ≤ 0 であるから、以上をまとめると

aT z < Θ ≤ 0 ≤ aT x

となる。 証明終
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定理 2.8 錐KについてK ⊂ (K∗)∗

(proof)

∀x ∈ K について、∀u ∈ K∗ に対して (x, u) ≥ 0であり

(K∗)∗ ≡ {v ∈ V ;∀u ∈ K∗, (u, v) ≥ 0}

であるから、x ∈ (K∗)∗ である。よって示された。 証明終

定理 2.9 閉凸錐K ⊂ Rnについて (K∗)∗ = K

(proof)

∀y ̸∈ K について、錐の分離定理 2.7より

∀x ∈ K, aT y < 0 ≤ aT x

となる a ∈ Rnが存在する。このとき a ∈ K∗であり、したがって、aT y < 0より y ̸∈ (K∗)∗である。よっ
て、対偶を考えることにより (K∗)∗ ⊃ K であり、上の定理より (K∗)∗ ⊂ K なので、あわせて示される。

証明終

補題 2.10 錐K1 ⊂ K2についてK∗
1 ⊃ K∗

2

(proof)

x ∈ K∗
2 ならば

∀u ∈ K2, (x, u) ≥ 0

→ ∀u ∈ K1 ⊂ K2, (x, u) ≥ 0

つまり、u ∈ K∗
1 である。よって示された。 証明終

2.2.4 Farkasの補題と閉凸多面錐

定義 2.6 V を n次元計量線形空間とし、錐K ⊂ V、a1, · · · ,am ∈ V とするとき

C[a1, · · · , am; K] ≡




(a1, x)
...

(am, x)

 ∈ Rm; x ∈ K


を、ベクトル a1, · · · , amに対する錐K の像という。像は明らかに錐である。同様に、K が凸錐であれば、

その像も凸錐である。

定義 2.7 m × n行列 A = (a1, · · · , am)T について、K を閉凸錐である非負制約とした像

C[A] ≡ C[a1, · · · , am; K(=非負制約)] = {Ax; x ≥ 0}

を有限生成錐という。非負制約が凸錐なので、有限生成錐も凸錐である。

定義 2.8 m × n行列 A = (a1, · · · , am)T について

K(A) ≡ {x ∈ Rn; Ax ≤ 0}

を凸多面錐という。行列の線形性より、凸多面錐は明らかに凸錐である。
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定理 2.11 有限生成錐は閉凸錐である。

(proof)

すでに凸錐であることは分かっているので、閉集合であることを示せばよい。まず、ベクトル aT =
(a1, · · · , an)に対する凸多面錐 C[aT ]について考える。

(i)a = 0のとき。C[aT ] = {0} = [0, 0]なので、補題 C.8より閉区間は閉集合なので、C[aT ]は閉集合で
あり、C[aT ]c は開集合である。

(ii)ai = 0なる成分が a ̸= 0にあるとき。i成分は C[aT ]の範囲に影響しないので、ai = 0なる成分を除
いた、全成分が 0でないベクトル a′T をとると C[aT ] = C[a′T ]であるので、C[a′T ]で考えればよく、無視
してよい。

(iii)∥a∥ ̸= 0で符号の異なる成分が存在するとき。ai > 0, aj < 0 とする。このとき {aixi; xi ≥ 0} =
[0,∞), {ajxj ; xj ≥ 0} = (−∞, 0]であるから C[aT ] ⊃ Rつまり C[aT ] = Rであり、C[aT ]c = ϕは開集合

である。

(iv)a > 0 or a < 0であるとき。C[aT ]c = {aT x; x ̸≥ 0} = {aT x;∃xj < 0}である。∀y ∈ C[aT ]cを
考えると y = aT x, xj < 0である。このとき 0 < ∀c < |xj | = −xj をとると xj + c < 0, xj − c < 0 である
から

y ± ajc = aT (x ± cej) ∈ C[aT ]c

である。よって

0 <
ϵ

|aj |
< |xj |

なる ϵ > 0をとることができて
Vϵ(y) = (y − ϵ, y + ϵ) ⊂ C[aT ]c

となる。つまり C[aT ]c は開集合である。

(i)(ii)(iii)(iv)より、C[aT ]c = ϕは ∀a ∈ Rnに対して開集合である。さて、m×n行列A = (a1, · · · , am)T

について

C[A]c = {Ax; x ̸≥ 0} = {aT
1 x; x ̸≥ 0} × · · · × {aT

mx;x ̸≥ 0}

= C[a1]c × C[am]c

である4。よって定理 C.1より、C[A]c は開集合であり、C[A]は閉集合である。 証明終

定理 2.12 凸多面錐は閉凸錐である。

(proof)

すでに凸錐であることは分かっているので、閉集合であることを示せばよい。まず、ベクトル aT =
(a1, · · · , an)に対する凸多面錐K[aT ]について考える。a = 0である場合はK[aT ] = Rn であり、閉集合

である。

a ̸= 0である場合。∀y ∈ K[aT ]c を考えると aT y > 0となる。ϵ > 0と ∀b ∈ Vϵ(y)について

b = y + e (∥e∥ < ϵ)
4各成分に共通の x に対する条件が課されている集合だからこそ成立したのであり、一般には直積の補集合は補集合の直積とは一

致しない。
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である。これについて

aT e =
n∑

i=1

aiei

≥ −
n∑

i=1

|aiei| = −
n∑

i=1

|ai||ei|

> −ϵ

(
n∑

i=1

|ai|

)
∵ |ei| < ϵ

∴ aT b = aT y + aT e > aT y − ϵ

(
n∑

i=1

|ai|

)

であるが、a ̸= 0であれば
n∑

i=1

|ai| > 0であり、また aT y > 0なので

aT y(
n∑

i=1

|ai|

) ≥ ϵ > 0

なる ϵをとることができ、このとき

aT b > aT y − ϵ

(
n∑

i=1

|ai|

)
≥ 0

より、b ∈ K[aT ]c である。つまり、K[aT ]c は開集合でありK[aT ]は閉集合である。

ここで、A = (a1, · · · , am)T として

K(A) = {x ∈ Rn; aT
1 x ≤ 0, · · · , aT

mx ≤ 0} = K(aT
1 ) ∩ · · · ∩ K(aT

m)

であり、各K(aT
1 ), · · · ,K(aT

m)は閉集合なので、その共通部分であるK(A)も閉集合である。 証明終

定理 2.13 （錐に対する Farkas の補題）V を n 次元計量線形空間とし、凸錐 K ⊂ V、
a1, · · · , am ∈ V、b ∈ Rmとする。もし像C[a1, · · · ,am; K]が閉集合ならば

1. b ∈ C[a1, · · · , an; K]

2. bT y < 0,
m∑

i=1

yiai ∈ K∗なる y ∈ Rmが存在する

のどちらか一方のみが必ず成り立つ。

(proof)

まず、両方成り立つと仮定する。1.が成り立てば、(ai, x) = bi(i = 1, · · · ,m)となる x ∈ K が存在する。

このとき

0 > bT y

=
m∑

i=1

yibi

=
m∑

i=1

yi(ai, x)

=

(
m∑

i=1

yiai,x

)
≥ 0 ∵

m∑
i=1

yi ∈ K∗, x ∈ K
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となって矛盾するので、両方成立することはない。

1.が成り立たないとすると、K が凸錐であることより C[a1, · · · , an;K] ⊂ Rmは凸錐であり、また、条

件より閉集合なので、閉凸錐である。よって、錐の分離定理 2.7より

∀u ∈ C[a1, · · · ,an; K], bT y = yT b < 0 ≤ yT u

なる y ∈ Rm が存在する。このとき、∀x ∈ K に対して

u ≡


(a1, x)

...
(am, x)

 ∈ C[a1, · · · ,an; K]

であるので

0 ≤ yT u

=
m∑

i=1

yi(ai, x)

=

(
m∑

i=1

yiai, x

)

である。x ∈ K は任意だったので
m∑

i=1

yiai ∈ K∗

であり、上とあわせて 2.が成立する。

以上より示された。 証明終

定理 2.14 （Farkasの補題）m × n行列A,b ∈ Rmに対して

1. Ax = b,x ≥ 0なる x ∈ Rnが存在する

2. bT y < 0, AT y ≥ 0なる y ∈ Rmが存在する

のどちらか一方のみが必ず成り立つ。

(proof)

AT = (a1, · · · ,am), ai ∈ Rnとおき、K = {x ∈ Rn; x ≥ 0}（非負制約）とすると、これは凸錐である。
このとき、補題 2.6よりK∗ = K であり、また

C[a1, · · · , am; K] = {Ax; x ≥ 0} = C[A]

であり、これは定理 2.11より閉集合である。さらに、y ∈ Rm に対して

m∑
i=1

yiai = AT y

である。よって、直前の定理より

1. Ax = b, x ≥ 0なる x ∈ Rn が存在する

2. bT y < 0, AT y ≥ 0なる y ∈ Rmが存在する
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のどちらか一方のみが必ず成り立つ。 証明終

Farkasの補題には、言い換えがいくつかある。

定理 2.15 （Farkasの補題 2）Ax = b,x ≥ 0なる x ∈ Rnが存在することと

AT y ≥ 0 → bT y ≥ 0

が成立することは同値である。

定理 2.16 （Farkasの補題 3）

C[A] = K∗(−AT )

C∗[A] = K(−AT )

(proof)

b ∈ C[A] ↔ AT y ≥ 0ならば bT y ≥ 0 ∵ Farkasの補題 3

↔ −AT y ≤ 0ならば bT y ≥ 0

↔ y ∈ K(−AT )ならば bT y ≥ 0

↔ b ∈ K∗(−AT )

より C[A] = K∗(−AT )である。このとき

C∗[A] = (K∗)∗(−AT )

= K(−AT ) ∵定理 2.12よりK(−AT )が閉凸錐であることから定理 2.9

であり、示される。 証明終

二者択一型の、少し異なる定理も存在する。

定理 2.17 m × n行列Aに対して

1. Ax = 0,x ≥ 0,x ̸= 0なる x ∈ Rnが存在する

2. AT y < 0なる y ∈ Rmが存在する

のどちらか一方のみが必ず成り立つ。

(proof)

両方とも成り立つとする。x ≥ 0, x ̸= 0と b < 0に対しては

xT b =
n∑

i=1

xibi < 0

が成立する。よって

xT (AT y) < 0

が成り立たなければならない。ところが、この xについて Ax = 0がなりたつので

xT (AT y) = (Ax)T y = 0
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となり、矛盾する。したがって、両方とも成り立つことはない。

ここで、2.が成り立たないとする。このとき、∀y ∈ Rnに対してAT y ≥ 0が成り立つ。よって、AT (−y) =
−AT y ≥ 0であるから

∀y ∈ Rn, AT y = 0

である。このとき AT = (a1, · · · , am)とすると

AT



0
...

1(i成分)
...
0


= ai = 0

である。つまり A = 0̂である。よって、このとき x ≥ 0, x ̸= 0なるどんな項をとっても Ax = 0である。
よって示された。 証明終
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3 ラグランジュ関数の鞍点及び双対理論

3.1 ラグランジュ関数の鞍点

定義 3.1 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において、V ⊂ Rnなる集合V をとる。このとき、V を定義域と

するラグランジュ関数LV (x, λ) = f(x)−λT g(x)について、∃x∗ ∈ V, ∃λ∗ ≥ 0が存在して ∀x ∈ V, ∀λ ≥ 0

に対して

LV (x∗,λ) ≤ LV (x∗, λ∗) ≤ LV (x, λ∗) (1)

が成立するならば、(x∗, λ∗)を LV (x,λ)の鞍点5という。

定理 3.1 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において、x∗ ∈ V, λ∗ ≥ 0であるとき、(x∗, λ∗)

が LV (x, λ)の鞍点であることと、以下の 3条件が全て成立することは同値である。

LV (x∗,λ∗) ≤ LV (x, λ∗) (2)

λ∗T g(x∗) = 0 (3)

g(x∗) ≥ 0 （x∗が許容解） (4)

(proof)

必要性から。(2)は定義の右側そのものである。また、∀λ ≥ 0について

LV (x∗, λ) ≤ LV (x∗, λ∗)

f(x∗) − λT g(x∗) ≤ f(x∗) − λ∗T g(x∗)

0 ≤ (λ − λ∗)T g(x∗) (5)

であるから、λ > λ∗ に対しては

g(x∗) ≥ 0

が必要である。また、(5)において λ = 0とすれば

0 ≤ −λ∗T g(x∗)

であり、一方 g(x∗) ≥ 0,λ∗ ≥ 0より

0 ≤ λ∗T g(x∗)

なので、あわせて

0 = λ∗T g(x∗)

である。

次に十分性について。∀λ ≥ 0に対し

LV (x∗, λ∗) = f(x∗) − λ∗T g(x∗)

= f(x∗) − 0 ∵式 (3)

≤ f(x∗) − λT g(x∗) ∵式 (4)及びλ ≥ 0

= LV (x∗,λ)

5鞍点は集合 V の選び方に依存することには注意が必要である。
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であり、これと式 (2)より
LV (x∗,λ) ≤ LV (x∗, λ∗) ≤ LV (x, λ∗)

となる。 証明終

定理 3.2 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において、許容集合を Sとして、S ⊂ V, x∗ ∈
V, λ∗ ≥ 0であるとき、(x∗,λ∗)が LV (x,λ)の鞍点ならば、x∗は [P3]の最適解であり、
LV (x∗,λ∗)は最適値である。

(proof)

∀x ∈ S ⊂ V に対し

f(x) ≥ f(x) − λ∗T g(x) ∵ λ∗T ≥ 0, g(x) ≥ 0(← x ∈ S)

≥ LV (x, λ∗)

≥ LV (x∗, λ∗) ∵式 (2)

= f(x∗) − λ∗T g(x∗)

= f(x∗) ∵式 (3)

であり、x∗ は最適解である。また、このとき既に上に示している通り、f(x∗) = LV (x∗, λ∗) であり、
LV (x∗,λ∗)は最適値である。 証明終

3.2 双対問題と鞍点

定義 3.2 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において

LPV (x) ≡ sup
λ≥0

LV (x, λ) (6)

LDV (x) ≡ inf
x∈V

LV (x, λ) (7)

を、それぞれ LV (x, λ)の主関数・双対関数という。

定理 3.3 不等式形式の非線形計画問題 [P3]は、Sを許容集合として、S ⊂ V となるよう V

を選べば、主関数を用いて

minimize LPV (x)

s.t. x ∈ S(⊂ V )
[P6]

と書き換えられる。

(proof)

∀x ∈ S について、λ ≥ 0, g(x) ≥ 0より LV (x, λ) = f(x) − λT g(x)を最大化する λは λ = 0である。

よってこのとき

LPV (x) = sup
λ≥0

LV (x, λ) = f(x)

であり、定理が示される。 証明終

補題 3.4 ∀x ∈ V, ∀λ ≥ 0について

LDV (λ) ≤ LV (x,λ) ≤ LPV (x)

17



(proof)

上限・下限の定義より明らか。 証明終

上の補題は、常に主関数が双対関数以上であることを表しているが、ラグランジュ関数の鞍点において

は、これが一致する。それを示すのが次の定理である。

定理 3.5 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において、x∗ ∈ V, λ∗ ≥ 0であるとき、(x∗, λ∗)

が LV (x, λ)の鞍点ならば

sup
–≥0

LDV (λ) = LV (x∗,λ∗) = inf
x∈V

LPV (x)

= LDV (λ∗) = LPV (x∗)

が成立する。

(proof)

補題 3.4より x ∈ V, λ ≥ 0は任意なので

sup
λ≥0

LDV (λ) ≤ inf
x∈V

LPV (x)

である。また

sup
λ≥0

LDV (λ) ≥ LDV (λ∗) = inf
x∈V

LV (x, λ∗) ∵上限

≥ LV (x∗, λ∗) ∵鞍点の定義
≥ sup

λ≥0
LV (x∗,λ) = LPV (x∗) ∵鞍点の定義

≥ inf
x∈V

LPV (x) ∵下限

なので、あわせて途中の式はすべて等号で結ばれ、示される。 証明終

ところで、不等式形式の非線形計画問題 [P3]は主関数 LPV (x)の最小化問題 [P6]に書き換えられ、ま
た、許容集合を S とするとき、S ⊂ V ならば定理 3.2より [P3]の最適解すなわち [P6]の最適解が鞍点の
x∗ に等しく、最適値6 は LV (x∗, λ∗)に等しい。つまり、上の定理 3.5の等式の値は、S ⊂ V の場合には、

[P3]の最適値に等しいということである。よって、上の左側の等式は、最適値と sup
λ≥0

LDV (λ)が等しいと

いうことをあらわしており、S ⊂ V でラグランジュ関数に鞍点が存在する場合には、sup
λ≥0

LDV (λ)を考え

ることにより、最適値が得られるということである。このことについては、最適解について調べる別ルート

の可能性として、検討してみる価値があるといえよう。そこで次の「双対問題」が導入される。

定義 3.3 不等式形式の非線形計画問題 [P3]に対し、sup
λ≥0

LDV (λ)を求めることに相当する問題

maximize LDV (λ)
s.t. λ ≥ 0

[P7]

を双対問題という。これに対し、元の問題を主問題という。双対関数 LDV (λ) = −∞となる場合は、考え
ても意味が無いので、これが下に有界になるよう LDV (λ) > −∞という制約を加えてよい。

双対問題を考えるには、双対関数を計算する必要があり、これ自身も最適化問題である。

6 inf
x∈V

LPV (x) は、V が直接的には許容集合でないので、それだけでこれが [P3] の最適値であるとはいえない。
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定義 3.4 不等式形式の非線形計画問題 [P3]について、λ ≥ 0に対して、双対関数 LDV (λ)を求めること
に相当する問題

minimize LV (x, λ)
s.t. x ∈ V

[P8]

をラグランジュ問題という。V = Rn と選べる場合には、無制約最適化問題となる。

以上に導入した事柄を用いると、定理 3.5を次のように発展させて述べることができる。

定理 3.6 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において、許容集合を Sとし、x∗ ∈ V,λ∗ ≥
0, S ⊂ V であるとき、(x∗, λ∗)がLV (x, λ)の鞍点であれば、x∗, λ∗がそれぞれ主問題・双
対問題の最適解であり、最適値に関して

LDV (λ∗) = LV (x∗,λ∗) = LPV (x∗) = f(x∗)

が成立する。

(proof)

S ⊂ V なので、主問題 [P3]は主関数 LPV (x)の最小化問題 [P6]に書き換えられ、また定理 3.2より [P3]
の最適解すなわち [P6]の最適解が鞍点の x∗ に等しく、最適値は LV (x∗, λ∗)に等しい。

双対問題 [P7]については、定理 3.5から

sup
λ≥0

LDV (λ) = LDV (λ∗) = LV (x∗, λ∗)

なので、双対問題の最適値 sup
λ≥0

LDV (λ) = LV (x∗, λ∗)が LDV (λ∗)によって実現されているということに

なり、λ∗ は双対問題の最適解である。 証明終

定理 3.7 不等式形式の非線形計画問題 [P3]において、許容集合を Sとし、x∗ ∈ V,λ∗ ≥
0, S ⊂ V であるとき、(x∗,λ∗)が LV (x,λ)の鞍点であることと

LDV (λ∗) = f(x∗) ̸= ±∞ かつ x∗ ∈ S

であることは同値である。ただし、目的関数 f については Sで、双対関数LDV について
はλ ≥ 0で、有限の値をとる点があるとする。

(proof)

必要性に関しては、定理 3.6と、f 及び LDV が有限の値をとり得ることより

LDV (λ∗) = f(x∗) ̸= ±∞

であり、また、定理 3.1の式 (4)より x∗ ∈ S である。

十分性に関して。条件より任意の x ∈ V について

LV (x,λ∗) ≥ LDV (λ∗) = f(x)

≥ f(x∗) − (λ∗)T g(x∗) ∵ x∗ ∈ S, λ∗ ≥ 0

= LV (x∗, λ∗)
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であり、x = x∗ とすれば、途中の式もすべて等号で結ばれるので

LDV (λ∗) = LV (x∗, λ∗) (λ∗)T g(x∗) = 0

となる。よって定理 3.1より (x∗, λ∗)は LV (x, λ)の鞍点である。 証明終

系 3.8 許容解 x̄ ∈ S, λ̄ ≥ 0について、

LDV (λ̄) = f(x̄) ̸= ±∞

となるならば、x̄, λ̄はそれぞれ主問題・双対問題の最適解である。

3.3 弱双対定理及び双対性

定理 3.9 （弱双対定理）不等式形式の非線形計画問題 [P3]について、許容集合をSとする
とき、S ⊂ V であれば、主問題の最適値を P ∗、双対問題の最適値をD∗とおくと

D∗ = sup
–≥0

LDV (λ) ≤ inf
x∈V

LPV (x) ≤ P ∗ (8)

となる。

(proof)

P ∗ = inf
x∈S

LPV (x) ∵ S ⊂ V より [P3] と [P6] は同値

≥ inf
x∈V

LPV (x) ∵ S ⊂ V

≥ sup
λ≥0

LDV (λ) ∵補題 3.4

= D∗

証明終

定理 3.10 （弱双対定理 2）不等式形式の非線形計画問題 [P3]について、許容集合を Sと
するとき、S ⊂ V であれば、任意の主問題・双対問題の許容解 x∗,λ∗に対して

LDV (λ) ≤ f(x)

となる。

定義 3.5 不等式形式の非線形計画問題 [P3]について、主問題の最適解を x∗、双対問題の最適解を λ∗とお

くと弱双対定理 3.9より最適値の差には

f(x∗) − LDV (λ∗) ≥ 0

という関係が成り立つが、この差が 0であるとき、すなわち主問題と双対問題の最適値が一致する場合に
は、問題 [P3]は双対性が成立するという。逆に一致しない場合は、双対ギャップ・双対性の隙間があると
いう。

弱双対定理の証明から分かるように、双対ギャップは、V と許容集合 Sが同じでないことと、主関数・双

対関数の差、すなわち、上限と下限をとる順序の差との二つの要因から生じる。主問題の最適値を得ずに、

双対性の成立を、任意の問題に対して判定するのは困難であり、あらかじめ双対性が成り立つ問題のクラス

を特定しておくことが有効である。凸計画問題は、その代表格である。

20



3.4 弱双対定理の応用

定理 3.11 双対問題が非有界ならば、主問題に有限の目的関数値を与える許容解は存在し
ない。また、主問題が非有界ならば、双対問題に有限の双対関数値を与える許容解は存在
しない。

目的関数は、許容解に対しては有限である場合も多い。もしくは、許容集合を目的関数値が有限である範

囲にあらかじめ絞っておく考え方もある。その場合には、上の定理は「双対問題が非有界ならば、主問題は

実行不能である。」ということになる。

定理 3.12 x,λをそれぞれ主問題・双対問題の許容解、P ∗, D∗をそれぞれ主問題・双対問
題の最適値とすると

LDV (λ) ≤ D∗ ≤ P ∗ ≤ f(x)

である。

この定理により、最適値を厳密な不等式によって評価できる。
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4 局所最適性とKarush-Kuhn-Tucker条件

不等式形の非線形計画 [P3]に対して、目的関数及び制約式に数回の微分可能性を仮定して、局所最適性
を論じる。

4.1 接錐

定義 4.1 計量線形空間 X において、S ⊂ X, x∗ ∈ S が与えられたとき xn → x∗ なる S の無限点列

{xn}(xn ̸= x∗)が存在して
t

∥t∥
= lim

n→∞

xn − x∗

∥xn − x∗∥
となるような tを、x∗における Sの接ベクトルと呼ぶ。また、接ベクトル全体と 0をあわせた集合は、明

らかに錐である。これを接錐と呼び TS(x∗)と表す。

定理 4.1 不等式形の非線形計画 [P3]について、目的関数を f : Rn → R、許容集合を Sと
する。このとき x∗ ∈ Sが極小解であり、f が x∗で微分可能ならば

∀t ∈ TS(x∗), tT∇f(x∗) ≥ 0

である。これは
∇f(x∗) ∈ T ∗

S(x∗)

と書き換えられる7。

(proof)

t ∈ TS(x∗)に対して、xn → x∗ なる S の無限点列 {xn}(xn ̸= x∗)が存在して

t

∥t∥
= lim

n→∞

xn − x∗

∥xn − x∗∥

となる。x∗ が S ∩ V の極小解なので、十分大きな kに対して、適当な 0 ≤ θ ≤ 1が存在して

0 ≤ f(xk) − f(x∗)
∥f(xk) − f(x∗)∥

=
(

xk − x∗

∥f(xk) − f(x∗)∥

)T

∇f(θxk + (1 − θ)x∗) ∵平均値の定理 2.2

であるから、k → ∞とすると

0 ≤
(

t

∥t∥

)T

∇f(x∗)

が成り立つ。 証明終

4.2 有効な制約・線形化錐

制約式について、以下のことが言える。

定理 4.2 g : Rn → Rがxで連続であるとき、g(x) > 0ならば、任意の e ∈ Rnに対して、
十分小さな δ > 0をとれば

g(x + δe) ≥ 0

とできる。
7T ∗

S(x∗) は TS(x∗) の双対錐。
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(proof)

∥e∥ = 0なら明らか。∥e∥ ̸= 0のとき。定理 B.16において、ϵ = g(x) > 0に対して

g(V δ
∥ϵ∥

(a)) ⊂ Vϵ(g(a))

となる δが存在する。よって示された。 証明終

これは、微小な変化という観点では、g(x) > 0ならば xにおいて gという制約式は制約として機能して

いない、ということをあらわしている。そこで、次の定義が置かれる。

定義 4.2 許容点 x∗において、gi(x∗) = 0なる制約式を x∗において有効な制約という。また、gi(x∗) > 0
なる制約式を x∗ において無効な制約という。さらに、I(x∗)を有効な制約を与える添字集合

I(x∗) ≡ {i; gi(x∗) = 0}

と定義する。

定義 4.3 許容集合をS、x∗ ∈ Sとする。I(x∗) = {i(1), · · · , i(M)}としてA = (∇gi(1)(x∗), · · · ,∇gi(M)(x∗))T

とおくとき

LS(x∗) ≡ K(−A) = {u ∈ Rn;∀i ∈ I(x∗),uT∇gi(x∗) ≥ 0}

を S の許容点 x∗ における線形化錐という。定理 2.12より線形化錐は閉凸錐である。

補題 4.3 許容点 x∗に対して TS(x∗) ⊂ LS(x∗)

(proof)

gi,∀i ∈ I(x∗)について gi(x∗) = 0は許容集合における最小解のひとつなので、定理 4.1より、∀t ∈ TS(x∗)
に対し

0 ≤
(

t

∥t∥

)T

∇g(x∗) ∴ 0 ≤ tT∇g(x∗)

であり t ∈ LS(x∗)となる。よって示された。 証明終

4.3 Karush-Kuhn-Tucker条件

定義 4.4 不等式形の非線形計画 [P3]について、x ∈ Rn に対し

∇f(x) −
m∑

i=1

λi∇gi(x) = 0 (9)

λigi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m) (10)

g(x) ≥ 0 (11)

λ ≥ 0 (12)

を満たすベクトル λ ∈ Rmが存在することをKarush-Kuhn-Tucker条件・KKT条件8 といい、これを

満たす点 xをKKT点という。また、このとき λを一般化ラグランジュ乗数という。さらに、式 (10)は、
有効な制約のみが条件において意味を成すことをあらわしており、相補性条件という。なお、KKT条件は
ラグランジュ関数 L(x, λ)を用いて

∇xL(x, λ) = 0 (13)

λT∇λL(x, λ) = 0 (14)

∇λL(x, λ) ≤ 0 (15)

λ ≥ 0 (16)

8Kunh-Tucker 条件という流儀もある（特に経済関係ではそうよばれる）。これは Karush の修士論文が 1939 年と、線形計画法
が提案される前で、Kuhn と Tuckerが非線形最適化問題の最適性条件として発表する 11年前でもあり、当時、注目を浴びなかった
ことに由来している。
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ともあらわせる。

定義 4.5 不等式形の非線形計画 [P3]において、条件 Qの成立のもと、許容解 xについて

KKT 点でない→極小解でない

となるならば、条件 Qを 1次の制約想定と呼び、xにおいて 1次の制約想定が満たされるという。

制約想定については、後に詳しく見るとして、この定義のもと、当然ながら次の定理が成り立つ。

定理 4.4 不等式形の非線形計画 [P3]について、極小解 x∗において 1次の制約想定が満た
されるならば、KKT条件が成立する。

4.4 1次の制約想定

次の定理の条件こそが 1次の制約想定の基本である。狭義にはこれを 1次の制約想定という。

定理 4.5 不等式形の非線形計画 [P3]において、Sを許容集合、x∗を許容解とするとき

条件 : TS(x∗) = LS(x∗)

は 1次の制約想定である。

(proof)

x∗ が極小解であるとき、KKT条件を満たすことを示す。まず、許容解であることから

g(x) ≥ 0

である。I(x∗) = {i(1), · · · , i(M)}として A = (∇gi(1)(x∗), · · · ,∇gi(M)(x∗))T とする。このとき

∇f(x∗) ∈ T ∗
S(x∗) = L∗

S(x∗) ∵定理 4.1及び条件

= K∗(−A)

= C[AT ] ∵ Farkasの補題 3(定理 2.16)

= {AT x;x ≥ 0}

である。よって λ∗
i ≥ 0(i ∈ I(x∗))によって

∇f(x∗) =
M∑

k=1

λ∗
i(k)gi(k)(x∗) =

∑
i∈I(x∗)

λ∗
i gi(x∗)

となる。ここで、i ̸∈ I(x∗)に対して λ∗
i = 0とすれば

∇f(x∗) −
m∑

i=1

λ∗
i∇gi(x∗) = 0

λ∗
i gi(x∗) = 0 (i = 1, · · · , m)

λ∗ ≥ 0

であり、KKT条件を満たす。 証明終

制約想定は十分条件ということもあり、いろいろなものがあるが、議論の都合上、まず、Cottleの制約想
定を挙げる。
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定理 4.6 （Cottleの制約想定）下の条件が成り立つとき TS(x∗) = LS(x∗)であり

∀i ∈ I(x∗)に対して

uT∇gi(x
∗) > 0 gi ̸=一次式

uT∇gi(x
∗) ≥ 0 gi =一次式

となるu ∈ RMが存在する

したがって、この条件は 1次の制約想定である。

(proof)

∀y ∈ LS(x∗)について、y = 0ならば明らかに y ∈ TS(x∗)である。y ̸= 0のとき、0 < ∃w < 1をとり

xk ≡ x∗ + wky + w2ku

と定義すると、xk → x∗ であり

xk − x∗ = wk(y + wku)

となる。y ̸= 0なので xk ̸= x∗である。ここで i ̸∈ I(x∗)に対しては gi(x∗) > 0なので定理 4.2より、十分
大きな kに対して

gi(xk) = gi(x∗ + wk(y + wku)) ≥ 0 (i ̸∈ I(x∗))

である。有効な制約 i ∈ I(x∗)に対しては、平均値の定理 2.2より

gi(xk) − gi(x∗) = wk(y + wku)T∇gi(x∗ + θwk(y + wku)) 0 ≤ θ ≤ 1

である。yT∇gi(x∗) ≥ 0であり、gi が一次式でないならば uT∇gi(x∗) > 0であるから

(y + wku)T∇gi(x∗) > 0

となる。よって定理 4.2より十分大きな kに対して

(y + wku)T∇gi(x∗ + θwk(y + wku)) ≥ 0

である。gi が一次式ならば∇gi(x) = constなので、やはり

(y + wku)T∇gi(x∗ + θwk(y + wku)) = (y + wku)T∇gi(x∗)

= yT∇gi(x∗) + wkuT∇gi(x∗)

≥ 0 ∵一次式に対する条件および yT∇gi(x∗) ≥ 0

であり、一次式であろうとなかろうと

gi(xk) = gi(x∗) + wk(y + wku)T∇gi(x∗ + θwk(y + wku)) ≥ 0 (i ∈ I(x∗))

となる。以上より、十分大きな kに対して {xk}は許容集合 Sの x∗に収束する xk ̸= x∗なる無限点列であ

る。よって、接錐の定義より

lim
k→∞

xk − x∗

∥xk − x∗∥
= lim

k→∞

wk(y + wku)
∥wk(y + wku)∥

=
y

∥y∥
∈ TS(x∗) ∴ y ∈ TS(x∗)

であり、つまり LS(x∗) ⊂ TS(x∗) である。また、定理 4.3より TS(x∗) ⊂ LS(x∗) であるから、あわせて

LS(x∗) = TS(x∗)

である。 証明終

系 4.7 下の条件が成り立つとき TS(x∗) = LS(x∗)である。

∀i ∈ I(x∗)に対してuT∇gi(x
∗) > 0となるu ∈ RMが存在する

したがって、この条件は 1次の制約想定である。
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4.4.1 Johnの条件

KKT条件より弱くなるが、制約想定を必要としない極小解の必要条件、すなわち、最適性条件を導くこ
ともできる。

補題 4.8 定理 4.7の制約想定が成立しない許容解 x∗について

m∑
i=1

λi∇gi(x) = 0 (17)

λigi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m) (18)

g(x) ≥ 0 (19)

λ ≥ 0 (20)

λ ̸= 0 (21)

を満たすベクトルλ ∈ Rmが存在する。

(proof)

I(x∗) = {i(1), · · · , i(M)}として A = (∇gi(1)(x∗), · · · ,∇gi(M)(x∗))T とおくとき、定理 4.7の制約想定
が成立しないということは

−Au < 0なる u ∈ Rnが存在しない

ということであり、このとき定理 2.17より

AT λ′ = 0, λ′ ≥ 0,λ′ ̸= 0

なる λ′ ∈ RM が存在する。ここで i = 1, · · · ,mに対して

λi =

λ′
j : i(j) = i i ∈ I(x∗)のとき

0 i ̸∈ I(x∗)のとき

とすれば、明らかに

λigi(x) = 0 (i = 1, · · · , m)

λ ≥ 0

λ ̸= 0

であり、また AT λ′ = 0より

AT λ′ = (∇gi(1)(x∗), · · · ,∇gi(M)(x∗))λ′

=
M∑

j=1

λ′
j∇gi(j)(x∗)

=
m∑

i=1

λi∇gi(x∗) = 0

である。また許容解なので g(x) ≥ 0は当然成立する。よって示された。 証明終

これと、KKT条件を組み合わせることによって、必要条件を導ける。
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定理 4.9 （Johnの条件）不等式形の非線形計画 [P3]について、極小解 x∗に対し

λ0∇f(x) −
m∑

i=1

λi∇gi(x) = 0 (22)

λigi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m) (23)

g(x) ≥ 0 (24)

λ ≥ 0 (25)

λ ̸= 0 (26)

を満たすベクトルλ ∈ Rm+1が存在する。

λ0 ̸= 0の場合が KKT条件に相当する。これは、式 (22)を λ0 で割ることによって導ける。λ0 = 0の場
合がKKT条件を満たさない極小解の満たす条件である。この条件には目的関数の情報が入っておらず、や
や特殊な条件といえるだろう。なお、Johnの条件を導くのには定理 4.7の制約想定を用いたが、KKT条件
を満たさない極小解がそれを満たすとは限らない。

4.4.2 正規条件

定義 4.6 許容解 x∗に対して {∇gi(x∗)}i∈I(x∗)が線形独立であるとき、x∗において正規条件が満たされる

という。

定理 4.10 正規条件は 1次の制約想定である。

(proof)

正規条件のもと、極小解がKKT条件を満たすことを示せばよい。Johnの条件 4.9より極小解 x∗について

λ0∇f(x) −
m∑

i=1

λi∇gi(x) = 0 (27)

λigi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m) (28)

g(x) ≥ 0 (29)

λ ≥ 0 (30)

λ ̸= 0 (31)

を満たすベクトル λ ∈ Rm+1 が存在する。ここで、λ0 = 0と仮定すると

m∑
i=1

λi∇gi(x) =
∑

i∈I(x∗)

λi∇gi(x) = 0

であるが、この線形関係について {∇gi(x∗)}i∈I(x∗) が線形独立なので

λi = 0 (i ∈ I(x∗))

である。よって、これと、仮定及び式 (28)より

λ = 0

ということになり、Johnの条件の λ ̸= 0に矛盾する。よって、λ0 ̸= 0であり、式 (27) を λ0で割ることに

より、KKT条件をみたすことが導かれる。 証明終
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4.5 無制約最適化問題

無制約の最適化問題に対しては、定理 4.7の制約想定が常に成立するので、常に極小解はKKT条件を満
たす。KKT条件も、制約条件がないので一般化ラグランジュ乗数を導入する必要もない。よって、次の定
理のようになる。

定理 4.11 無制約の最適化問題

minimize f(x) [P9]

に対しては、極小解について常にKKT条件が成立し、そのKKT条件は

∇f(x) = 0

である。

4.6 等式制約・ラグランジュの未定乗数法

等式制約のみによる問題

minimize f(x)
s.t. g(x) = 0

[P10]

における KKT条件を考える。これは、不等式形 [P3]に変形することができる。つまり

minimize f(x)
s.t. g(x) ≥ 0

−g(x) ≥ 0

[P11]

と記述できる。これに対し、KKT条件を考えて整理すればよい。

定理 4.12 等式制約のみの非線形最適化問題 [P10]のKKT条件は

∇f(x) −
m∑

i=1

λi∇gi(x) = 0 (32)

g(x) = 0 (33)

である。

(proof)

不等式形で記述した問題 [P11]について KKT条件は

∇f(x) −
m∑

i=1

λ+
i ∇gi(x) −

m∑
i=1

λ−
i ∇{−gi(x)} = 0

λ±
i gi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m)

g(x) ≥ 0

−g(x) ≥ 0

λ± ≥ 0
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を満たすベクトル λ+, λ− ∈ Rm が存在する、となる。これらを整理すると

∇f(x) −
m∑

i=1

(λ+
i − λ−

i )∇gi(x) = 0

λ±
i gi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m)

g(x) = 0

λ± ≥ 0

λ±
i gi(x) = 0 (i = 1, · · · ,m)は g(x) = 0より明らかなので、冗長である9。(λ+

i − λ−
i ), λ±

i ≥ 0は結局任
意の実数を表現でき、変数を二つに分けて記述する意味がないので λ = λ+ − λ− とすると結局

∇f(x) −
m∑

i=1

λi∇gi(x) = 0

g(x) = 0

となる。 証明終

等式制約の最適化問題に対して、このKKT条件を用いて極値を得るのが、いわゆる、ラグランジュの未
定乗数法である。等式制約と不等式制約が混在している問題についても、容易に類推が可能であろう。ちな

みにこの条件をラグランジュ関数を用いて表すと

∇x,λL(x, λ) = 0

となり、制約想定のもと、等式制約の最適化問題は、ラグランジュ関数の無制約最適化問題に書き換えら

れる。

4.7 2次の条件

定理 4.13 （2次の必要条件）1次の制約想定のもと、x∗が極小解であり、目的関数と制約
式がそれぞれその近傍で 2回微分可能であるとする。x∗はKKT条件を満たすので、その
一般化ラグランジュ乗数をλ(x∗)としたとき

I+(x∗) ≡ {i; λ(x∗)i > 0}
W (x∗) ≡ {x; i ∈ I+(x∗)に対して gi(x) = 0, i ̸∈ I+(x∗)に対して gi(x) ≥ 0}

と定義する。このとき、∇2
xLをラグランジュ関数のヘッセ行列として

∀t ∈ TW (x∗), tT∇2
xL(x∗,λ(x∗))t ≥ 0

である。

(proof)

t ∈ TW (x∗) に対して、xk → x∗ なるW (x∗)の無限点列 {xk}(xk ̸= x∗)が存在して

lim
k→∞

xk − x∗

∥xk − x∗∥
=

t

∥t∥

9等式制約ではすべてが有効な制約である事に対応している
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となる。また、x∗ が極小解なので、十分大きな kに対して、0 ≤ ∃θ ≤ 1が存在して

0 ≤ f(xk) − f(x∗)

= L(xk, λ(x∗)) − L(x∗, λ(x∗)) + λ(x∗)T g(xk) + λ(x∗)T g(x∗)

= L(xk, λ(x∗)) − L(x∗, λ(x∗)) ∵ λi > 0ならば gi(xk) = 0およびKKT 条件の相補性条件

= (xk − x∗)T∇xL(x∗, λ(x∗)) +
1
2
(xk − x∗)T∇2

xL(θxk + (1 − θ)x∗, λ(x∗))(xk − x∗) ∵テイラー展開 (定理 2.3)

=
1
2
(xk − x∗)T∇2

xL(θxk + (1 − θ)x∗, λ(x∗))(xk − x∗) ∵ KKT 条件

0 ≤
(

xk − x∗

∥xk − x∗∥

)T

∇2
xL(θxk + (1 − θ)x∗, λ(x∗))

(
xk − x∗

∥xk − x∗∥

)
であるから、k → ∞とすると

0 ≤ tT∇2
xL(x∗, λ(x∗))t

である。 証明終

定義 4.7 W (x∗)に対応する線形化錐は、gi(x) = 0 ↔ gi(x) ≥ 0, gi(x) ≤ 0と見ることにより

LW (x∗) ≡ {u ∈ Rn; i ∈ I+(x∗)に対して uT∇gi(x∗) = 0, i ∈ I(x∗)に対して uT∇gi(x∗) ≥ 0}

となる。条件 Qのもと

LW (x∗) = TW (x∗)

が成立するとき、条件Qを 2次の制約想定と呼ぶ。この成立のもと、定理 4.13は、より検証しやすい形と
なる。正規条件は、2次の制約想定である。（証明略）

定理 4.14 （2次の十分条件）KKT点 x∗の周りで目的関数 f および制約式 giが二回微分
可能であるとき、∀u ∈ LW (x∗), u ̸= 0に対して

uT∇2
xL(x∗, λ(x∗))u > 0

となるならば、x∗は孤立極小解である。

(proof)

証明略 証明終
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第 III部

線形計画問題

5 線形計画問題の概要

5.1 線形計画問題の表現

線形計画問題とは、目的関数がRnを定義域とする線形（1次）関数で、制約も同様の線形関数の等式及
び不等式で表される最適化問題である。より記号的に表現すれば

minimize cT x

s.t. aT
i x ≥ 0 (i = 1, · · · , l)

aT
i x = 0 (i = l + 1, · · · ,m)

[P12]

となる。

線形計画問題も、非線形計画問題の一種なので、同様にして定理 2.1にあるように、不等式形・不等式標
準形・等式標準形に書き換えられる。以下に、線形計画問題における各表現について記す。また、制約式に

ついては、多くの式をまとめて行列の形で表現することが多い。

不等式形

minimize cT x

s.t. Ax ≥ b
[P13]

不等式標準形

minimize cT x

s.t. Ax ≥ b

x ≥ 0

[P14]

等式標準形

minimize cT x

s.t. Ax = b

x ≥ 0

[P15]

5.2 解のパターン

定理 5.1 線形計画問題の値域は閉集合である。

(proof)

不等式形 [P13]で考える。このとき、許容集合 S = {x; Ax ≥ b} = {x; aT
i x ≥ bi(i = 1, · · · ,m)}であり、

値域 f(S) = {cT x;Ax ≥ b}である。実行不能ならば、f(S) = ϕであり、明らかに閉集合である。実行可

能であるとき。c = 0ならば、f(S) = {0}で閉集合である。c ̸= 0ならば

f(Rn) = f(S ∪ Sc) = f(S) ∪ f(Sc) = R

なので f(S)c = f(Sc) = {x;∃j, aT
j x < bj} である。このとき、∀x ∈ f(S)cに対して、十分小さな ϵ > 0を

とれば

aT
j x < aT

j x + ϵ|aT
j x| < bj

とできるので

{x + αx; |α| < ϵ} ⊂ Sc
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である。よって

f(S)c = f(Sc) ⊃ f({x+αx; |α| < ϵ}) = {cT x+αcT x; |α| < ϵ} = (cT x−ϵcT x, cT x−ϵcT x) = VϵcT x(cT x)

であり、x ∈ f(S)c は任意だったので、f(S)c は開集合である。よって、f(S)は閉集合である。 証明終

定理 5.2 実行可能で有界な線形計画問題は、最適解を持つ。

(proof)

直前の定理より、線形計画問題の値域 f(S) ⊂ Rは閉集合である。また、条件より f(S)は下に有界であ
り、また、実行可能なので f(S) ̸= ϕである。よって、定理 C.10より f(S)は最小値を持つ。f(S)は像な
ので、対応する S の元が存在し、これが最適解である。 証明終

上の定理は、「実行可能・有界・最適解なし」というパターンが、線形計画問題では存在しないことを表

している。よって、線形計画問題の解のパターンは、以下のようになる。

線形計画問題のパターンのまとめ
実行不可能

実行可能 非有界

実行可能 有界 最適解が存在

5.3 線形計画問題におけるKKT条件

定理 5.3 線形計画問題は、実行可能であれば制約想定が満たされる。すなわち、極小解は
KKT条件を満たす。

(proof)

[P12]において、任意の許容解 x∗ に対して

(x∗)T∇gi(x∗) = aT
i x∗ = gi(x∗) ≥ 0

であるから、Cottleの制約想定（定理 4.6）が常に満たされる。 証明終

定理 5.4 （線形計画問題におけるKKT条件）等式標準形の線形計画問題 [P15]に対する
KKT条件は

cT x = bT y (34)

AT y ≤ c (35)

Ax = b (36)

x ≥ 0 (37)

を満たす y ∈ Rnが存在することと、同値である。

(proof)

KKT条件をそのまま書けば、y,λ ∈ Rn が存在して

c − AT y − λ = 0

λT x = 0

Ax = b, x ≥ 0

λ ≥ 0
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である。まず必要性から。すでに許容性 Ax = b, x ≥ 0は示されている。

λ = c − AT y

であるので、残りの条件から

λ = c − AT y ≥ 0 ∴ AT y ≤ c

λT x = 0

(c − AT y)T x = cT x − yT Ax = 0

cT x − yT b = 0 ∴ cT x = bT y

である。

十分性に関しては λ ≡ c − AT y とおくことにより

λ ≥ 0

c − AT y − λ = 0

であり

λT x = (c − AT y)T x

= cT x − yT Ax

= cT x − yT b = cT x − bT y

= 0

となる。 証明終

定理 5.5 （線形計画問題におけるKKT条件 2）不等式標準形の線形計画問題 [P14]に対す
るKKT条件は

cT x = bT y (38)

AT y ≤ c (39)

y ≥ 0 (40)

Ax ≥ b (41)

x ≥ 0 (42)

を満たす y ∈ Rnが存在することと、同値である。

(proof)

不等式標準形 [P14] に対しては、スラック変数 sを導入することで、等式標準形

minimize
(
cT 0T

) (
x

s

)

s.t.
(
A −E

) (
x

s

)
= b(

x

s

)
≥ 0

に変形でき、これに定理 5.4を適用して、スラック変数を整理することにより得られる。 証明終
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5.4 線形計画のトピックス

5.4.1 l∞ ノルム最小化問題

定義 5.1 v ∈ Rn に対して

∥v∥∞ ≡ max
i

|(v)i|

を、l∞ ノルム・supノルム・最大値ノルムといい、行列 A、b ∈ Rn について

minimize ∥x∥∞
s.t. x ∈ S ⊂ Rn

[P16]

を l∞ ノルム最小化問題という。

定理 5.6 l∞ノルム最小化問題 [P16]は

minimize t

s.t. −t1 ≤ x ≤ t1

x ∈ S ⊂ Rn

[P17]

に書き換えられる。ただし、1 ∈ Rnは全成分が 1のベクトルである。

(proof)

問題 [P16]の最適解・最適値を xA ∈ S, tA とし、問題 [P17]の最適解・最適値を xB ∈ S, tB とする。こ

のとき

tA = max
i

|(xA)i|

≥ |(xA)i|

∴ −tA1 ≤ xA ≤ tA1

であるから、xA, tA は [P17]の許容解であり

tA ≥ tB

となる。

また、逆に [P17]の最適解・最適値を xB , tB について、i = 1, · · · , nに対して tB ≥ 0であり

|(xB)i| ≤ tB

が成立しているが、すべての i = 1, · · · , nに対して等号が成立しないとすると

|(xB)i| < t′ < tB (i = 1, · · · , n)

となる t′ がとれて、tB が最適値であることに矛盾する。よって、∃j について

|(xB)j | = tB

≥ |(xB)i| (i = 1, · · · , n)

であるから

tB = max
i

|(xB)i| = ∥xB∥∞

であり、xB は [P16]の許容解ということになり

tA ≤ tB = ∥xB∥∞
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となる。よって、あわせて

∥xA∥∞ = tA = tB = ∥xB∥∞

であり、確かに [P17]の最適解xBが [P16]の最適値を与える許容解、すなわち、最適解となっている。 証明終

よって、S が線形制約であれば、線形計画問題に書き換えられるということである。

5.4.2 l1 ノルム最小化問題

定義 5.2 v ∈ Rn に対して

∥v∥p ≡

(
n∑

i=1

|(v)i|p
) 1

p

を、lp ノルムといい、行列 A、b ∈ Rn について

minimize ∥x∥1

s.t. x ∈ S ⊂ Rn
[P18]

を l1 ノルム最小化問題という。

定理 5.7 l1ノルム最小化問題 [P18]は

minimize 1T t

s.t. −t ≤ x ≤ t

t ≥ 0

x ∈ S ⊂ Rn

[P19]

に書き換えられる。ただし、1 ∈ Rnは全成分が 1のベクトルである。

(proof)

[P18]の最適解を xA ∈ S、[P19]の最適解を xB ∈ S, tB とする。このとき、tA ≡ (|(xA)1|, · · · , |(xA)n|)T

とおくと

−tA ≤ xA ≤ tA

tA ≥ 0

xA ∈ S

を満たすので、xA, tA は [P19]の許容解であり、したがって

1T tA =
n∑

i=1

|(xA)i| = ∥xA∥1 ≥ 1T tB

である。

逆に xB , tB について、−tB ≤ xB ≤ tB , t ≥ 0より

−(tB)i ≤ (xB)i ≤ (tB)i ↔ |(xB)i| ≤ (tB)i

であるが、tB は最適値であり、目的関数の最小化には各要素が小さければ小さいほどよいので

|(xB)i| = (tB)i
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である。このとき

1T tB =
n∑

i=1

(tB)i =
n∑

i=1

|(xB)i|

= ∥xB∥1

≥ inf
x∈S

∥x∥1 = ∥xA∥1

から、上とあわせて

∥xA∥1 = 1T tB = ∥xB∥1

となり、確かに [P19]の最適解xBが、[P18]の最適値を与える許容解、すなわち最適解となっている。 証明終

これも、やはり S が線形制約ならば線形計画問題である。
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6 線形計画問題の双対問題

6.1 双対問題の導出

等式標準形の線形計画問題 [P15]

minimize cT x

s.t. Ax = b

x ≥ 0

について考える。ラグランジュ関数は、xに関する定義域を V = Rn ととることができて

L(x,y, λ) = cT x − yT (Ax − b) − λT x

= (c − AT y − λ)T x + bT y (λ ≥ 0) (43)

である。このとき、双対関数を得るためのラグランジュ問題 [P8]は

minimize LV (x, y, λ) = (c − AT y − λ)T x + bT y

s.t. x ∈ Rn y, λは定数とみなす
[P20]

という、無制約の線形計画問題となる。最適解の必要条件は、定理 4.11より

∇xLV (x, λ) = c − AT y − λ = 0

である。逆に c − AT y − λ ̸= 0ならば最適解は存在しないということになる。つまり、双対関数は

LD(x, λ) =

bT y c − AT y − λ = 0

−∞ c − AT y − λ ̸= 0

である。双対問題は最大化問題であり LDV (λ) = −∞の場合を考える意味がないので、LDV (λ) > −∞と
いう制約を付加できる。このもと、[P15]の双対問題 [P7]は

maximize bT y

s.t. λ ≥ 0

c − AT y − λ = 0

[P21]

となる。λは目的関数に現れないので、これを明示しない形での制約

c − AT y − λ = 0, λ ≥ 0 ↔ AT y ≤ c

に書き換えることにより、双対問題は

等式標準形の双対問題

maximize bT y

s.t. AT y ≤ c

[P22]

と記述できる。

定理 6.1 [P15]の双対問題の双対問題は主問題 [P15]に一致する。

(proof)

双対問題 [P22]を等式標準形に変形し、その双対問題を考える。同値な問題 [P21]において、y = y+ −
y−, y± ≥ 0とすることによって、[P22]は
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minimize −
(
bT −bT 0T

) y+

y−

λ


s.t.

(
AT −AT ET

) y+

y−

λ

 = c

y+

y−

λ

 ≥ 0

という、等式標準形に変形できる。この双対問題は

maximize cT x′

s.t.

 A

−A

E

 x′ ≤ −

 b

−b

0


であるが、x = −x′ として、整理すると

maximize −cT x

s.t. Ax ≥ b

Ax ≤ b

x ≥ 0

であり、これは主問題と同値である。 証明終

この定理から、不等式形 [P13]

minimize cT x

s.t. Ax ≥ b

の双対問題も得られる。つまり、不等式形の問題は

maximize cT (−x)
s.t. A(−x) ≤ −b

と同値であり、これは等式標準形の双対問題なので、その双対問題は等式標準形の形

不等式形の双対問題

maximize bT y

s.t. AT y = c

y ≥ 0

[P23]

で与えられる。

不等式標準形 [P14]

minimize cT x

s.t. Ax ≥ b

x ≥ 0

に対しては、スラック変数 sを導入することで、等式標準形

minimize
(
cT 0T

) (
x

s

)

s.t.
(
A −E

) (
x

s

)
= b(

x

s

)
≥ 0
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に変形でき、この双対をとることにより

不等式標準形の双対問題

maximize bT y

s.t. AT y ≤ c

y ≥ 0

[P24]

となる。この双対問題が主問題に一致することは、ほぼ自明であろう。

線形計画問題における双対問題についても、当然ながら、非線形の双対問題に関する命題が成立する。

6.2 弱双対定理

線形計画問題においても、弱双対定理 3.9及び 3.10が成立している。また、線形計画では、特に次のこ
とが言える。

定理 6.2 線形計画問題において、主問題または双対問題が非有界ならば、他方は実行不可
能である。

(proof)

定理 3.11より、片方が非有界ならば、他方の許容解は無限の目的関数値しかとらないが、線形計画問題
においては、Rn の許容解に対しては、目的関数値も Rの元であり、無限の目的関数値を取らない。よっ

て、許容解が存在しない、つまり、実行不可能だということになる。 証明終

6.3 強双対定理

定理 6.3 （強双対定理）線形計画問題において、主問題または双対問題が最適解を持てば、
他方も最適解を持ち、それぞれの最適値は一致する。

(proof)

等式標準形 [P15]で考える。x∗が主問題の最適解ならば、定理 5.3からKKT条件を満たすので、定理 5.4
より

cT x∗ = bT y

AT y ≤ c

Ax∗ = b

x∗ ≥ 0

を満たす y ∈ Rnが存在する。このとき yは双対問題 [P22]の許容解であり、したがって、cT x∗ = bT yか

ら系 3.8より双対問題の最適解である。よって、主問題が最適解を持つ場合について示された。双対問題が
最適解を持つ場合についても、双対問題の双対問題が主問題なので、示されている。 証明終

(proof)

（Farkasの補題を直接用いる別証明）不等式標準形 [P14]で考える。主問題の最適解 x∗ に対して

bT y − v = cT x∗, v ≥ 0

AT y + s = c, s ≥ 0

y ≤ 0
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なる yが存在するとする。このとき yは双対問題の許容解であり、さらに弱双対定理及び系 3.8より yは双

対問題の最適解である。わざわざ cT x∗ = bT yを不等式で表して、スラック変数 vを導入したのは、Farkas
の補題を用いたとき制約式が増えるからである。ここで、上の条件を満たす yが存在しないとする。この

とき Farkasの補題 2.14より

cT u < −w(cT x∗)

Au ≥ −wb

u ≥ 0

w ≥ 0

となる u ∈ Rn, w ∈ Rが存在する。w = 0とすると

cT u < 0

Au ≥ 0

u ≥ 0

より

cT (x∗ + u) < cT x∗

A(x∗ + u) ≥ b

(x∗ + u) ≥ 0

であるから、x∗ が最適解であることに矛盾する。したがって、w < 0である。このとき

cT u

−w
< cT x∗

A
u

−w
≥ b

u

−w
≥ 0

であるが、これはやはり x∗が最適解であることに矛盾する。よって、条件を満たす yが存在し、主問題に

最適解が存在すれば、双対問題にも最適解が存在し、その最適解は一致する。 証明終

定理 6.4 線形計画問題において、KKT条件は、最適解であることの必要十分条件である。

(proof)

等式標準形 [P15]で考える。必要条件であることは定理 5.3によって示されている。逆に KKT条件を満
たすとき、定理 5.4より

cT x = bT y

AT y ≤ c

Ax = b

x ≥ 0

を満たす y ∈ Rnが存在する。このとき xは主問題の許容解であり、yは双対問題 [P22]の許容解である。
したがって、cT x = bT yから系 3.8より x, yはそれぞれ主問題・許容解の最適解であり、確かに十分条件

でもある。 証明終

KKT条件は、「主許容性+双対許容性+最適値の一致」となっている。任意の線形計画問題は等式標準形

に変形できるので、等式標準形以外の形でも、これは変わらない。
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定理 6.5 （相補性定理）不等式標準形の線形計画問題 [P15]において、主問題・双対問題
の許容解 x,yがいずれも最適解である必要十分条件は

xT (AT y − c) = 0 (44)

yT (Ax − b) = 0 (45)

が成立することである。

(proof)

定理 6.4より KKT条件が最適解である必要十分条件であり、その条件は定理 5.5にある通りだが、すで
に許容性は成立しているので

cT x = bT y

が成立すればよい。これについては

cT x ≥ (AT y)T x

= yT Ax

≥ yT b = bT y

であるが、定理の条件が成り立つことは、上の変形において不等号が等号として成立することであり、cT x =
bT yが成り立つことと同値である。よって示された。 証明終

定理 6.5の条件は相補性と呼ばれる。等式標準形に対しては、以下のようになる。

定理 6.6 （相補性定理 2）等式標準形の線形計画問題 [P14]において、主問題・双対問題
の許容解 x,yがいずれも最適解である必要十分条件は

xT (AT y − c) = 0 (46)

が成立することである。

6.4 解のパターン

定理 6.2及び強双対定理 6.3と、主問題・双対問題いずれも実行不可能な問題が実際に構成できること
（容易）により、主問題と双対問題の解のパターンは、下の表のように限られる。⃝が可能性の存在を示し、
×がありえないことを示す。

双対実行不可能 双対非有界 双対最適解が存在

主実行不可能 ⃝ ⃝ ×
主非有界 ⃝ × ×
主最適解が存在 × × ⃝

上の表と強双対定理 6.3より、次のことも成立する。

定理 6.7 （強双対定理 2）線形計画問題において、主問題と双対問題の両方とも実行可能
ならば、主最適解・双対最適解が存在し、最適値は一致する。
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6.5 双対問題の例

6.5.1 ゼロ和 2人ゲーム

プレイヤー pと qがおり、プレイヤー pが戦略 i、プレイヤー qが戦略 jをとった場合の利得を aij({A}ij =
aij)とし、プレイヤー pはその最小化、プレイヤー q はその最大化を目論んでいるとする。混合戦略を考

え、プレイヤー pが戦略 iをとる確率を pi({p}i = pi)、プレイヤー qが戦略 j をとる確率を qj({q}j = qj)
とする。このとき、利得の期待値は

f(p, q) = pT Aq

となる。また aij ≥ 0と仮定する。これは、全利得に同じ定数を足してもゲームは本質的に変わらない（利
得の期待値も定数が付加されるだけ）ことを鑑みると、一般性を失わない。

プレイヤー p が、最悪でも得られる利得を最適化（最小化）するという min−max 戦略を採用してい
るとする。これを考えるには、まず混合戦略 p に対する、最悪な利得の期待値を計算する必要がある。

A = (a1, · · · , am)とおいて、最適化問題として記述すると以下のようになる。

maximize pT Aq =
m∑

j=1

(aT
j p)qj

s.t. 1T q

=
m∑

j=1

qj

 = 1

q ≥ 0

pは定数とみなす

明らかにこの最適解は aT
j pが最大となる戦略 jに全確率 1を配分する混合戦略であり、そのときの最適値は

max
j

(aT
j p) = ∥AT p∥∞

である。よって、プレイヤー pがmin−max戦略を得るための最適化問題は

minimize ∥AT p∥∞
s.t. 1T p = 1

p ≥ 0

[P25]

と記述できる。これは、l∞ ノルム最小化問題なので、定理 5.6より

minimize t

s.t. −t1 ≤ AT p ≤ t1

1T p = 1
p ≥ 0

という線形計画問題に書き換えられる。この双対問題をとり、整理すると

maximize min
i

(Aq − Aq′)i

s.t. 1T q + 1T q′ = 1
q, q′ ≥ 0

という形になる。ところが、仮定より Aq′ ≥ 0なので

Aq − Aq′ ≤ Aq − A0

であり、この問題は最大化問題なので q′ = 0という制約を付加しても、最適解が等しい問題が得られる。

そのときの問題は
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maximize min
i

(Aq)i

s.t. 1T q = 1
q ≥ 0

[P26]

となる。これは、前と同様の考え方により、プレイヤー qのmax−min戦略を得るための問題である。そ
して、双対問題に制約が付加された問題であるから、許容集合は小さくなっているが、最適解が変化しない

ので、強双対定理は変わらず成立する。この場合には、いずれの問題にも許容解は必ず存在するので、強双

対定理 6.7の内容は、「プレイヤー pの min−max戦略・プレイヤー q の max−min戦略のいずれも最適
解を持ち、最適値は一致する。」ということになる。このときの最適解である混合戦略は、最適混合戦略と

いわれる。
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第 IV部

付録

A 上限・下限及び実数の連続性

A.1 実数の上限・下限

定義 A.1 実数の上に部分集合 Xが与えられたとき、実数 aが以下の条件

1. b ∈ X なら b ≤ a

2. c < a なら c < x なる x ∈ X が存在する

を満たせば、aを Xの上限であるといい、a = supX と表す。

定義 A.2 実数の上に部分集合 Xが与えられたとき、実数 aが以下の条件

1. b ∈ X なら b ≥ a

2. a < c なら x < c なる x ∈ X が存在する

を満たせば、aを Xの下限であるといい、a = inf X と表す。

定理 A.1 上限及び下限は一意的である。

(proof)

容易。証明略。 証明終

命題 A.1 実数に関しては、上に有界な部分集合は必ず上限を持ち、下に有界な部分集合は
必ず下限を持つ。このことを、実数は順序完備であるという。これは、実数の公理のひと
つである。10

あるいは、有界でない場合は ±∞であると定義することにより、常に上限下限の値を考えることもでき
る。また、実数の部分集合Xに対し、上限 supX 及び下限 inf X は、必ずしも Xには属さないことには注
意が必要である。それに対し、最大値・最小値は存在するとは限らない。上限 supX 及び下限 inf X が X
に属せば、それらはそれぞれ最大値・最小値である。上限及び下限は一意的なので、最大値・最小値が存在

すれば、それらはまた上限・下限に等しい。

A.2 数列の上限・下限

数列に対しても、同じ値を取る項を同一視し、数列を実数の集合とみなすことで、上限・下限を定義で

きる。

定理 A.2 実数列 {an}, {bn}について すべての nについて an ≤ bnなら

sup
n

an ≤ sup
n

bn inf
n

an ≤ inf
n

bn

10上限下限は、より一般には、順序集合に対して定義できる。また、順序完備な順序体を実数体といい、その元を実数という。
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(proof)

上限について。supn an > supn bnと仮定すると、上限の定義より supn bn < amとなる数列 {an}の項 am

が存在する。このとき、条件より supn bn < am ≤ bmとなることになり、上限 supn bnの定義に矛盾する。

したがって supn an ≤ supn bn である。下限についても同様。 証明終

定理 A.3 上に有界な単調増加数列 {an}は収束し lim
n→∞

an = sup
n

an

(proof)

まず、上に有界ならば、supn an が存在する (順序完備性)。

上限の定義よりすべての n について an ≤ supn an である。また、任意の正の実数 ε について、当然

supn an − ε < supn anなので supn an − ε < am(ε)となる項 am(ε)が存在する。このとき、数列 {an}は単
調増加なので、n ≥ m(ε)であれば

sup
n

an − ε < am(ε) ≤ an ≤ sup
n

an < sup
n

an + ε

つまり |an − supn an| < εとなる。εは任意だったので

lim
n→∞

an = sup
n

an

である。 証明終

定理 A.4 下に有界な単調減少数列 {an}は収束し lim
n→∞

an = inf
n

an

(proof)

上と同様。 証明終

A.2.1 数列の上極限・下極限

上に有界な実数列 {an}に対し、その始めのm項を除いた数列 {am+1, am+2, · · · }の下限を以て新しい数
列 {bm}を定義する、すなわち

bm ≡ inf
n>m

an

とする。mが大きくなれば、下限を取る対象の数列は小さくなっていくので、数列 {bm}は単調増加であ
る。また、{an}は上に有界なので、{bm}も上に有界である。したがって、定理A.3(単調有界)より、{bm}
は収束する。ここで、以下の定義を置く。

定義 A.3 実数列 {an}に対し、その下極限を

lim an ≡

 lim
m→∞

inf
n>m

an (= sup
m

inf
n>m

an) {an}が下に有界であるとき

−∞ {an}が下に有界でないとき

と定義する。上の議論より、下極限は必ず存在する。

同様にして、上極限を定義する。
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定義 A.4 実数列 {an}に対し、その上極限を

lim an ≡


lim

m→∞
sup
n>m

an (= inf
m

sup
n>m

an) {an}が上に有界であるとき

∞ {an}が上に有界でないとき

と定義する。定理 A.4から上極限は必ず存在する。

定理 A.5 lim an ≤ lim an

(proof)

定義から明らか。 証明終

定理 A.6 lim an = lim an であることと、{an}が確定する、つまり、収束するか±∞に発
散することは同値であり、このとき lim

n→∞
an = lim an = lim anである。

(proof)

必要性から。

(i)an が上下に有界であるとき。lim an = lim an = aとおく。上限・下限の定義より n > mなら

inf
n>m

an ≤ an ≤ sup
n>m

an

である。m → ∞の極限をとれば n → ∞であり、挟撃により

lim
n→∞

an = a

となる。

(ii)an が上に有界でなく、下に有界なとき。まず、lim an = ∞ = lim an である。下限の定義より n > m

なら inf
n>m

an ≤ an である。したがって、このときm → ∞の極限をとれば n → ∞でもあり

∞ = lim an ≤ lim
n→∞

an

つまり

lim
n→∞

an = ∞

となる。

(iii)anが下に有界でなく、上に有界なとき。まず、lim an = −∞ = lim anである。上限の定義より n > m

なら an ≤ sup
n>m

an である。したがって、このときm → ∞の極限をとれば n → ∞でもあり

lim
n→∞

an ≤ lim an = −∞

つまり

lim
n→∞

an = −∞

となる。

(iiii)上下いずれにも有界でなければ、上極限・下極限は一致しないので、その場合は考察の必要がない。

次は、十分性について。

(i) lim
n→∞

an = aと収束するとき。任意の正の実数 εに対して、n ≥ n0(ε)のとき

a − ε < an < a + ε
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となる。したがって、m > n0(ε)のとき

a − ε ≤ sup
n>m

an ≤ inf
n>m

an ≤ a + ε

である。11これは

lim
m→∞

sup
n>m

an = lim
m→∞

inf
n>m

an = a

をあらわしている。つまり

lim an = lim an = a

である。

(ii) lim
n→∞

an = ∞と発散するとき。まず、上に有界ではないので、上極限の定義より

lim an = ∞

である。また、nを十分大きくとれば an = ∞ (どの実数よりも大きくできる)なので mが同じくらい十
分大きければ infn>m an = ∞である。したがって

lim an = lim
m→∞

inf
n>m

an = ∞ = lim an

である。

(iii) lim
n→∞

an = −∞と発散するとき。まず、下に有界ではないので、上極限の定義より

lim an = −∞

である。また、nを十分大きくとれば an = −∞ (どの実数よりも小さくできる)なのでmが同じくらい十
分大きければ supn>m an = −∞である。したがって

lim an = lim
m→∞

inf
n>m

an = −∞ = lim an

である。 証明終

定理 A.7 任意の nで an ≤ bnなら lim an ≤ lim bn lim an ≤ lim bn

(proof)

定理 A.2より
sup
n>m

an ≤ sup
n>m

bn inf
n>m

an ≤ inf
n>m

bn

したがって、m → ∞とすれば
lim an ≤ lim bn lim an ≤ lim bn

となる。 証明終

A.3 実数の連続性

順序完備性 (命題 A.1)と同値な命題群12 は完備性・実数の連続性と呼ばれ、実数の重要な性質となって

いる。定理 A.3や定理 A.4（有界単調収束）も、その一つである。ここでは、順序完備性を公理として考
え、そこから他の完備性を諸定理として導く。逆は、他書を参照されたい。

11上限・下限は数列に属する値とは限らないので等号が付加されているが、本質的ではない。
12より一般には、順序体に関する命題群である。
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定理 A.8 実数体Rはコーシー完備13 である。

(proof)

任意のコーシー列 {an}について、任意の ε > 0に対してある自然数 Lが存在して

∀n,m ≥ L → |an − am| < ε (47)

が成立する。

n ≥ Lであるとき

aL − ε < an < aL + ε

であるから、任意の自然数 nについて

min(a1, · · · , aL−1, aL − ε) ≤ an ≤ max(a1, · · · , aL−1, aL + ε)

である。つまり、an は有界である。よって、定義より、上極限・下極限は有限である。

また、式 (47)より、L < L1 なる L1 について

−ε < an − am < ε

−ε ≤ sup
n>L1

(an − am)

= sup
n>L1

an − am ≤ ε ∵定理 A.2

−ε ≤ am − sup
n>L1

an ≤ ε

−ε ≤ inf
m>L1

am − sup
n>L1

an ≤ ε ∵定理 A.2

であり、L1 → ∞とすることにより ∣∣lim an − lim an

∣∣ ≤ ε

であるが、
∣∣lim an − lim an

∣∣は有限かつ定数で、ε > 0は任意なので、0 <
∣∣lim an − lim an

∣∣と仮定すると、
ε′ <

∣∣lim an − lim an

∣∣なる ε′ がとれて矛盾する。よって

lim an = lim an(=有限)

である。これより定理 A.6から {an}は収束する。 証明終

定理 A.9 （ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの性質）任意の有界無限実数列から収束部
分列をとることができる。

(proof)

任意の有界無限実数列 {an}から、実際に収束部分列 {aφ(n)}を構成する。

有界なので ∀nについて an ∈ [−b, b]が成立する。ここで、φ(0) = 0, I0 = [−b, b]と置く。そして、以下
の手順を繰り返す。

区間 Ik−1を二等分した時、少なくとも片方には無限の {an}の項が属しているので、それを Ik

と置く。

Sk = {自然数 n; an ∈ Ik, n > φ(k − 1)}
13さらにアルキメデスの公理を満たすことが、順序完備との必要十分条件である。
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を考えるとき、Sk = ϕとすると an ∈ Ik なる項は n ≤ φ(k − 1)となることになり、Ik に無限

の {an}の項が属していることに矛盾する。よって、Sk ̸= ϕであり、また Sk の元は 1以上なの
で、Sk には最小値が存在する。その Sk の最小値を φ(k)とする。

こうして構成した φ(n), In については

φ(0) < φ(1) < φ(2) < · · ·

aφ(n) ∈ In ⊃ In+1 ⊃ · · ·

が成立する。よって ∀n, m ≥ Lについて

aφ(n), aφ(m) ∈ IL

である。ところで、区間 IL の幅は
(

1
2

)L

(2b)なので

|aφ(n) − aφ(m)| ≤
(

1
2

)L

(2b)

となる。よって、任意の ϵ > 0に対して
(

1
2

)L

(2b) < ϵとなるよう Lをとれば

|aφ(n) − aφ(m)| ≤ ϵ

となるのだから、{aφ(n)}はコーシー列である。よって、定理 A.8より、{aφ(n)}は収束する。 証明終
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B 位相・距離空間

B.1 位相空間と開集合・閉集合

定義 B.1 集合X に、以下の性質を持つ部分集合族O(開集合族)が与えられたとき、(X, O)を位相空間と
いい、Oに属す集合を開集合という。

1. Oγ ∈ O(γ ∈ Γ)のとき
∪
γ∈Γ

Oγ ∈ O 14

2. O1, O2 ∈ O(γ ∈ Γ)のとき O1 ∩ O2 ∈ O 15

3. X,ϕ ∈ O

定義 B.2 位相空間 (X, O)において、Xの部分集合 F について F c ∈ Oであるとき、Fを閉集合という。

定理 B.1 位相空間 (X, O)において、閉集合について以下が成り立つ。

1. γ ∈ Γなる Fγ がすべて閉集合のとき
∩
γ∈Γ

Oγも閉集合である。

2. F1, F2が閉集合のとき O1 ∪ O2も閉集合である。

3. X,ϕは閉集合である。

(proof)

閉集合の補集合が開集合であることから、開集合の定義に適用すればよい。詳細略。 証明終

B.1.1 位相空間の直積

定理 B.2 位相空間 (X, OX),(Y, OY )について

OX × OY ≡ {A × B|A ∈ OX , B ∈ OY }

と定義すると、OX × OY は開集合族の条件を満たし、(X × Y, OX × OY )は位相空間と
なる。

(proof)

証明略。 証明終

定義 B.3 位相空間 (X, OX),(Y,OY )について、上の定理より位相空間となる (X ×Y,OX ×OY )を、積位
相空間または単純に直積と言う。

14「開集合の和集合は開集合になる」ことを要請している。
15「二つの開集合の共通部分は開集合になる」ことを要請している。
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B.2 コンパクト

定義 B.4 位相空間 (X, O)とX の部分集合 Y において、開集合の族 {Oγ}γ∈Γ が

Y ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ

をみたすとき、{Oγ}γ∈Γ を Y の開被覆であるという。16特に、有限個の開集合の族 {On}によって

Y ⊂
N∪

n=1

On

と表されるとき、{On}は有限開被覆であるという。

定義 B.5 位相空間 (X, O)とX の部分集合 Y において、{Oγ}γ∈Γ が Y の開被覆ならば、つまり

Y ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ

ならば、{Oγ}γ∈Γ からとった有限個の部分集合族 O1, O2, · · · , Os が既に Y の有限開被覆である、つまり

Y ⊂
s∪

n=1

On

であるとき、Y はコンパクトであるという。

定理 B.3 コンパクトな位相空間の部分閉集合はコンパクトである。

(proof)

X をコンパクトな位相空間とし、その部分閉集合を F とおく。{Oγ}γ∈Γ を Fの開被覆とする。

X = F ∪ F c ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ ∪ F c

であり F c は開集合なので、{Oγ}γ∈Γ ∪ F c はX の開被覆である。X はコンパクトなので、この中から X

の有限部分開被覆 {O1, · · · , Os, F
c}をとれる。このとき

X ⊂
s∪

n=1

Os ∪ F c

となる。これより、X の要素で
s∪

n=1

Os に含まれない要素は F c に含まれるということがいえる。この対偶

をとれば、F の要素は
s∪

n=1

Os に含まれるということになり、

F ⊂
s∪

n=1

Os

であるから、F は開被覆の有限部分開被覆によって覆われることになる。つまり、F はコンパクトである。

証明終

定理 B.4 位相空間 (X, OX),(Y, OY )がコンパクトである時、積位相空間 (X×Y, OX ×OY )

もコンパクトである。
16包含関係ではなく”=”で定義する流儀もあるが、こちらの方が使いやすい。
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(proof)

X × Y の開被覆 {Oγ}γ∈Γ が与えられた時、そのうちの有限個によって

X × Y ⊂
N∪

n=1

On

となればよいのだが、そのままでは扱いにくいので17、開被覆の部分開集合も含めることにより

{O′
γ}γ∈Γ′ = {O′ ∈ OX × OY |O′ ⊂ Oγ(γ ∈ Γ)}

と拡張した集合族 {O′
γ}γ∈Γ′ を考える。これは、明らかにもとの開被覆 {Oγ}γ∈Γを含むので、{O′

γ}γ∈Γ′ も

X × Y の開被覆である。すなわち

X × Y ⊂
∪

γ∈Γ′

O′
γ

となる。このとき O′
γ = O′X

γ × O′Y
γ (O′X

γ ∈ X,O′Y
γ ∈ Y ) と表すことにすると、積位相空間の開集合族

OX × OY の定義より O′X
γ ,O′Y

γ はそれぞれX,Y の開集合であり

X ⊂
∪

γ∈Γ′

O′X
γ Y ⊂

∪
γ∈Γ′

O′Y
γ

となる18。このとき Y は開被覆 {O′Y
γ }γ∈Γ′ によって覆われているので、Yがコンパクトであることより、

その中から Yの有限部分開被覆 {O′Y
1 , · · · , O′Y

s }をとれる。

さて、有限開被覆の各開集合に対し、O′
γ = O′X

γ × O′Y
γ の関係から得られる O′X

n 全体の成す集合

X ≡ {A|A × O′Y
n (n = 1, · · · , s) = O′

γ(γ ∈ Γ′)}

を考える。ここで「Yの有限部分開被覆 {O′Y
1 , · · · , O′Y

s }をどのようにとっても、Xに属するどの集合に
も含まれない X の元 x0 がある」と仮定する。とはいえ、{O′

γ}γ∈Γ′ = {O′X
γ × O′Y

γ }γ∈Γ′ は X × Y の開

被覆なので、x0 ∈ O′X
γ0 (γ0 ∈ Γ′)となる X の開集合 O′X

γ0 が存在する。このとき、対応する O′Y
γ0 を Yの有

限部分開被覆に加えれば、加えられた Yの有限部分開被覆 {O′Y
1 , · · · , O′Y

s , O′Y
γ0}に対する Xについては、

x0 ∈ O′X
γ0 ∈ Xとなり、仮定に矛盾する。したがって、Yの有限部分開被覆 {O′Y

1 , · · · , O′Y
s }をうまくとれ

ば、X の任意の元は Xに属する集合のどれかには含まれる。つまり

X ⊂
∪

A∈X
A

となるということであり、XはX の開被覆である。

X はコンパクトなので、Xの有限部分被覆 {O′X
1 , · · · , O′X

t }によって

X ⊂
t∪

n=1

O′X
n

と覆われる。また、{O′Y
1 , · · · , O′Y

s }は Y の有限開被覆であったので

Y ⊂
s∪

m=1

O′Y
m

と覆われる。以上より

X × Y ⊂
t∪

n=1

O′X
n ×

s∪
m=1

O′Y
m =

t∪
n=1

s∪
m=1

(O′X
n × O′Y

m )

17Y の有限開被覆が得られても、{Oγ}γ∈Γ で対応する X の集合族が被覆になるとは限らない。
18逆は成立しないのが、直積を扱う上での注意である。これは平面を考えればよくわかる。
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である。Xの定義より

O′X
n × O′Y

m (n = 1, · · · , t m = 1, · · · , s) = O′
γ(γ ∈ Γ′) ⊂ Oγ(γ ∈ Γ)

である。このとき、上の包含関係でO′X
n ×O′Y

m に対応するOγをOnmと表すことにすれば、O′X
n ×O′Y

m ⊂ Onm

なので

X × Y ⊂
t∪

n=1

s∪
m=1

(O′X
n × O′Y

m ) ⊂
t∪

n=1

s∪
m=1

Onm

である。よって、もとの開被覆 {Oγ}γ∈Γの有限部分開被覆 {O11, O12, · · · , O1s, · · · , Ot1, · · · , Ots}によって
X × Y は覆われたので、積位相空間 (X × Y,OX × OY )はコンパクトである。 証明終

B.3 距離空間

定義 B.6 集合X に

関数 d : X × X → R

が与えられ、任意の x, y, z ∈ X について以下の性質を満たすとき、(X, d)を距離空間といい、dを距離関

数、d(x, y)を x, yの距離という。

1. d(x, y) ≥ 0 d(x, y) = 0なら x = y

2. d(x, y) = d(y, x)

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) 三角不等式

定義 B.7 距離空間 (X, d)と x ∈ X について、Vϵ(x) ≡ {p|d(x, p) < ϵ}と定義し、これを xの ϵ近傍もし

くは開球という。

定義 B.8 距離空間 (X, d)と x ∈ X について、V ϵ(x) ≡ {p|d(x, p) ≤ ϵ}と定義し、これを xの閉球という。

補題 B.5 距離空間 (X, d)と、その部分空間 Y について、y ∈ Y, x ∈ Y cならば d(x, y) > 0

となる。

(proof)

d(x, y) = 0ならば距離空間の定義から x = yとなり、x = y ∈ Y となって矛盾する。 証明終

B.3.1 距離空間における収束

距離空間においては、距離関数による実数との対応づけによって、収束の概念を定義できる。

定義 B.9 距離空間 (X, d)において、X の点列19{xn}が

lim
n→∞

d(xn, a) = 0

をみたすとき、点列 {xn}は aに収束するといい

lim
n→∞

xn = a

といったように、数列の収束に準じて表す。
19点とは、一般に集合の元のことを表しており、点列とは、単に要素の列のことである。
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数列の極限と同様に、点列の要素がすべてある集合に含まれていても、その点列の極限がその集合に含ま

れているとは限らない。また、三角不等式によって極限の一意性が保証される。（次の定理を参照）

定理 B.6 距離空間 (X, d)において、Xの点列 {xn}が、n → ∞のとき xn → a,xn → bな
らば a = bである。

(proof)

d(a, b) > 0と仮定する。三角不等式から d(a, b) ≤ d(a, xn) + d(b, xn) であるが、n → ∞のとき右辺は 0
に収束するので、d(a, xn) + d(b, xn) < d(a, b)とすることができ、矛盾する。したがって、d(a, b) = 0であ
り、距離空間の定義から a = bとなる。 証明終

補題 B.7 距離空間 (X, d)において、Xの点列 {xn}が xに収束することと、任意の ε > 0

に対し、十分大きな nをとれば xn ∈ Vε(x)となることは同値である。

(proof)

簡単な言い換え、証明略。 証明終

定義 B.10 距離空間 (X, d)とX の点列 {xn}について、任意の ε > 0に対してある自然数 Lが存在して

∀n,m ≥ L → d(xn, xm) < ϵ

となるとき、点列 {xn}をコーシー列という。また、Xの任意のコーシー列が収束することをコーシー完備
であるといい、このとき、Xを完備距離空間20 であるという。

B.3.2 距離空間の開集合・閉集合

定義 B.11 距離空間 (X, d)において、Xの部分集合 Oが ∀x ∈ Oについて、各 xに対し適当な ϵ > 0をと
ると Vϵ(x) ⊂ Oとなるとき、Oを距離空間の意味で開集合であるという。また、X,ϕは距離空間の意味の

開集合であると定義する。

定義 B.12 距離空間 (X, d)において、X の部分集合 F について、F cが距離空間の意味で開集合であると

き、F は閉集合であるという。

定理 B.8 γ ∈ ΓなるOγがすべて距離空間の意味で開集合であるとき
∪
γ∈Γ

Oγも距離空間

の意味で開集合である。

(proof)

∀x ∈
∪
γ∈Γ

Oγ について、c ∈ Γのどれかを選べば x ∈ Oc である。したがって、適当な ϵ > 0をとれば

Vϵ(x) ⊂ Oc ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ よって、
∪
γ∈Γ

Oγ は距離空間の意味で開集合である。 証明終

定理 B.9 O1, O2が距離空間の意味で開集合のとき O1 ∪ O2も距離空間の意味で開集合で
ある。

20全順序集合には順序完備の概念があるが、これとコーシー完備は同値ではない。実数 (順序体) は距離空間であり、かつ、全順序
集合であるが、その完備性とは、通常、順序完備のほうを指しており、コーシー完備かつアルキメデス的であることと同値である。
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(proof)

O1∩O2 = ϕのときは、定義よりこれは距離空間の意味で開集合である。O1∩O2 ̸= ϕのとき、∀x ∈ O1∩O2

について x ∈ O1かつ x ∈ O2 である、O1, O2 が距離空間の意味で開集合なので、適当な ϵ > 0をとれば
Vϵ(x) ⊂ O1かつ Vϵ(x) ⊂ O2 よって Vϵ(x) ⊂ O1 ∩ O2 となり、O1 ∩ O2 は開集合である。 証明終

以上の定理と、距離空間の意味での開集合の定義より、次のことが言える。

定理 B.10 距離空間 (X, d)において、距離空間の意味での開集合からなる集合族Oをとる
と、(X, O)は位相空間になり、距離空間の意味の開集合は位相空間の意味でも開集合と
なる。

したがって、通常、距離空間においては、距離空間の開集合・閉集合のことを「距離空間の」という序詞

を付けずに呼んでも問題ないわけである。次の定理は、距離空間の閉集合の、最も本質的な性質である。

定理 B.11 距離空間 (X, d)において、Xの部分集合F が閉集合であるとき、F の点列 {xn}
が xに収束するなら、x ∈ F である。21

(proof)

x ̸∈ F と仮定すると、x ∈ F c であるが、F c は開集合なので適当な正数 ϵを選べば

Vϵ(x) ⊂ F c

となる。点列 {xn}は xに収束しているので、補題 B.7より十分大きな nに対して

xn ∈ Vϵ(x) ⊂ F c

となることになるが、これは {xn}が F の点列であることに矛盾する。したがって x ∈ F である。 証明終

補題 B.12 開球は開集合である。

(proof)

開球を Vr(a)とする。∀b ∈ Vr(a)について、d(a, b) < rである。ここで、r−d(a, b) > 0なので、Vr−d(a,b)(b)
という bの r − d(a, b)近傍を考えることができる。∀x ∈ Vr−d(a,b)(b)について

d(b, x) < r − d(a, b)

d(b, x) + d(a, b) < r

d(a, x) < r ∵三角不等式

であるから、x ∈ Vr(a)である。つまり、任意の b ∈ Vr(a)に対し、正数 r−d(a, b)をとることでVr−d(a,b)(b) ⊂
Vr(a)となるので、開球 Vr(a)は開集合である。 証明終

補題 B.13 閉球は閉集合である。

(proof)

閉球を V r(a) とする。∀b ∈ V r(a)c について、d(a, b) ≥ r である。ここで、d(a, b) − r > 0 なので、

21選択公理を用いれば、逆も成り立つ。
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Vd(a,b)−r(b)という bの d(a, b) − r近傍を考えることができる。∀x ∈ Vd(a,b)−r(b)について

d(b, x) < d(a, b) − r

r + d(b, x) < d(a, b)

r + d(b, x) < d(a, x) + d(b, x) ∵三角不等式
r < d(a, x)

であるから、x ∈ V r(a)cである。つまり、任意の b ∈ V r(a)cに対し、正数 d(a, b)−rをとることでVd(a,b)−r ⊂
V r(a)c となるので、V r(a)c は開集合である。よって、閉球 V r(a)は閉集合である。 証明終

B.4 近傍

定義 B.13 X を位相空間、a ∈ X とする。このとき、X の部分集合 Aについて

a ∈ B ⊂ A

となる開集合 B が存在するとき、Aは点 aの近傍であるという。

定理 B.14 位相空間Xとその部分集合Aについて、Aが開集合であることと、Aの任意の
点についてN ⊂ Aなる近傍N が存在することは、同値である。

(proof)

Aが開集合であれば、Aの任意の点について N = Aが N ⊂ Aなる近傍である。逆に、Aの任意の点に

ついて N ⊂ Aなる近傍 N が存在するとき。そのような、a ∈ Aの近傍を N(a)とすると、∀a ∈ Aについ

て、近傍の定義より

a ∈ O(a), O ⊂ N(a)

なる開集合 O(a)が存在する。これについて a ∈ O(a) ⊂
∪

a′∈A O(a′) であるから、つまり

A ⊂
∪

a′∈A

O(a′)

である。また、O(a) ⊂ N(a) ⊂ Aであるから ∪
a′∈A

O(a′) ⊂ A

である。よって

A =
∪

a′∈A

O(a′)

となる。O(a′)はそれぞれ開集合なので、その和集合である Aも開集合である。 証明終

補題 B.15 距離空間では、そのある点 xについて、ϵ近傍 Vϵ(x)は、xの近傍である。また、
任意の xの近傍N について

∃ϵ > 0, Vϵ(x) ⊂ N

となる。

(proof)

容易。詳細略。 証明終
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B.5 連続写像

定義 B.14 X,Y を位相空間、f を f : X → Y なる写像、aをX の点とする。f(a) ∈ Y の任意の近傍NY

に対して

f(NX) ⊂ NY

となる a ∈ X の近傍 NX が存在するとき、f は点 aで連続であるという。また、∀x ∈ X について f が点

xで連続であるならば、f は連続であるという。

位相空間での近傍には、全空間も含まれており、近いという感覚はあまりない。連続の定義では、任意の

近傍を対象とすることによって、一般の位相空間では表現しづらい「近づく」ということを表現している。

定理 B.16 (X, dX), (Y, dY )を距離空間、f を f : X → Y なる写像、aをXの点とする。こ
のとき

f が aで連続 ↔ ∀ϵ, ∃δ　 f(Vδ(a)) ⊂ Vϵ(f(a))

である。

(proof)

fが aで連続であるとき。f(a)の任意の近傍NY に対して f(NX) ⊂ NY となる aの近傍NX が存在する。

よって、補題 B.15より、任意の ∀ϵ > 0について

f(NX) ⊂ Vϵ(f(a))

となる aの近傍 NX が存在する。このとき、補題 B.15よりある δが存在して

Vδ(a) ⊂ NX

である。よって、任意の ϵについて

f(Vδ(a)) ⊂ f(NX) ⊂ Vϵ(f(a))

である。

逆に ∀ϵ,∃δ, f(Vδ(a)) ⊂ Vϵ(f(a))であるとき。任意の f(a)の近傍NY について、補題 B.15より、ある
ϕ > 0が存在して Vϕ(f(a)) ⊂ NY となる。よって、条件よりある δが存在して

f(Vδ(a)) ⊂ Vϕ(f(a)) ⊂ NY

であり、補題 B.15から Vδ(a)は aの近傍である。よって示された。 証明終

定理 B.17 (X, dX), (Y, dY )を距離空間、f を f : X → Y なる写像、aをXの点とする。こ
のとき

f が aで連続 ↔ lim
n→∞

xn = aなる任意の点列 {xn}について lim
x→∞

f(xn) = f(a)

である。

(proof)

f が aで連続であるとき。定理 B.16より

∀ϵ,∃δ　 f(Vδ(a)) ⊂ Vϵ(f(a))
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である。これを言い換えると

∀d(a, x) < δならば d(f(a), f(x)) < ϵ

である。 lim
n→∞

xn = aなので、nを十分大きくとれば d(a, x) < δ とできる。よってこのとき任意の ϵにつ

いて d(f(a), f(x)) < ϵとなるのだから

lim
x→∞

f(xn) = f(a)

である。

逆に、 lim
n→∞

xn = aなる任意の点列 {xn}について lim
n→∞

f(xn) = f(a) であるとき。f が aで連続でない

とすると、定理 B.16より
∀δ,∃ϵ f(Vδ(a)) ̸⊂ Vϵ(f(a))

である。つまり、任意の δに対して、ある ϵが存在して b ∈ Vδ(a)かつ f(b) ̸∈ Vϵ(f(a)) となる b ∈ X が存

在する。よって、bn ∈ V 1
n
(a)かつ f(bn) ̸∈ Vϵ(f(a)) であるような点列 {bn}が存在する。これについては

d(bn, a) < 1
n であるから、

lim
n→∞

bn = a

よって、条件より

lim
n→∞

f(bn) = f(a)

である。つまり、nを十分大きくとれば

d(f(bn), f(a)) < ϵ

となるということだが、これは f(bn) ̸∈ Vϵ(f(a))に矛盾する。よって f が aで連続である。 証明終

定理 B.18 距離関数は連続である。

(proof)

距離空間を (X, d)とする。∀a, b ∈ X について、任意の xn → a, yn → bなる点列 {xn}{yn}を考えたと
き、三角不等式より

d(xn, yn) ≤ d(xn, a) + d(a, yn)

≤ d(xn, a) + d(yn, b) + d(a, b)

d(xn, yn) − d(a, b) ≤ d(xn, a) + d(yn, b)

であり、また

d(a, b) ≤ d(xn, a) + d(b, xn)

≤ d(xn, a) + d(yn, b) + d(xn, yn)

−(d(xn, yn) − d(a, b)) ≤ d(xn, a) + d(yn, b)

であるから

|d(xn, yn) − d(a, b)| ≤ d(xn, a) + d(yn, b)

である。したがって、条件より n → ∞とすると d(xn, a) → 0, d(yn, b) → 0であるから

lim
n→∞

d(xn, yn) = d(a, b)

となる。a, b ∈ X は任意だったので、定理 B.17より距離関数 dは連続である。 証明終
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定理 B.19 写像 f : X → Y が連続であることと、任意の Y の開集合Oについて f−1(O)が
Xの開集合であることは、同値である。

(proof)

写像 f : X → Y が連続であるとき。Oを Y の任意の開集合とする。f−1(O)が空集合ならば、これは確
かに開集合である。f−1(O) ̸= ϕであるとき。∀x ∈ f−1(O)について、f(x) ∈ Oであり、Oは f(x)の近傍
であるから、f の連続性より

f(Nx) ⊂ O → Nx ⊂ f−1(O)

となる xの近傍 Nx が存在する。よって、定理 B.14より f−1(O)は開集合である。

逆に、任意の Y の開集合Oについて f−1(O)がX の開集合であるとき。∀x ∈ X について、f(x)の任意
の近傍NY を考えると、近傍の定義より f(x) ∈ O ⊂ NY なる開集合Oが存在する。このとき、x ∈ f−1(O)
であり、条件から f−1(O)は開集合なので f−1(O)は xの近傍である。また、O ⊂ NY より

f−1(O) ⊂ f−1(NY )

であるから、f(x)の任意の近傍 NY に対して、上記の関係を満たす xの近傍 f−1(O)が存在するというこ
とであり、任意の x ∈ X について f は xで連続である。つまり、f は連続である。 証明終

B.5.1 連続写像で保たれる性質

定理 B.20 連続写像 f : X → Y について、X がコンパクトならば f(X)もコンパクトで
ある。

(proof)

{Oγ}γ∈Γ を f(X)の開被覆とする。定理 B.19より、f−1(Oγ)は開集合である。また、∀x ∈ X について

x ∈ f(X) ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ

であるから

∃γ′ ∈ Γ f(x) ⊂ O′
γ ↔ x ∈ f−1(O′

γ)

である。∴ x ∈ f−1(O′
γ) ⊂

∪
γ∈Γ

f−1(Oγ) つまり

X ⊂
∪
γ∈Γ

f−1(Oγ)

であり、{f−1(Oγ)}γ∈ΓはXの開被覆である。Xがコンパクトなので、このうちの有限個の{f−1(O1), · · · , f−1(Om)}
によって

X ⊂
m∪

n=1

f−1(On)

= f−1

(
m∪

n=1

On

)
∵ m < ∞

と覆われる。このとき

f(X) ⊂ f

(
f−1

(
m∪

n=1

On

))
⊂

m∪
n=1

On ∵ f(f−1(A)) ⊂ A

であるから、もとの開被覆から選んだ {On}は f(X)の有限被覆である。よって、f(X)はコンパクトであ
る。 証明終
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C ユークリッド空間

定義 C.1 Rを実数体とする。Rn に

x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn ; d(x, y) =
√ ∑

k=1n

(xk − yk)2

という距離を導入すると、(Rn, d)は距離空間22となる。これをユークリッド空間と言い、dを標準距離・
ユークリッド距離と称す。

距離空間であるので、定義 B.11及び B.12により開集合・閉集合を定義できる。他の距離空間・位相空
間に関する事項も同様である。

C.1 積位相空間による開集合の定義

R自身も距離空間なので、Rnの開集合族をRの積位相空間 (p50)から定義することもできる、すなわち

O = O1 × · · · × On ⊂ Rnが開集合⇔ O1, · · · , OnがすべてRの開集合

と定義すれば、これは定理B.2より位相空間の開集合族の条件を満たす。こうして得られた、積位相空間と
しての開集合は、ユークリッド距離による開集合と一見異なるが、実のところ、この二つは同値である。

定理 C.1 O = O1 × · · · × On ⊂ Rnが、積位相空間としてのRnの開集合であることと、
ユークリッド距離空間としての開集合であることは、同値である。

(proof)

O = O1 × · · · × On ⊂ Rn が、積位相空間としてのRn の開集合であるとき。まず

OiがRの開集合である ⇔ ∀a ∈ Oiに対して適当な正数ϵをとると Vϵ(a) ⊂ Oiとなる

である。ここでは Vϵ(a) = {x; |x− a| < ϵ}であるから、Oが積位相空間としてのRnの開集合であるとは、

∀a = (a1, · · · , an) ∈ Oに対して適当な正数 ϵ1, · · · , ϵn をとると

{(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ1, · · · , |xn − an| < ϵn} ⊂ O となる

ことである。

このとき、ϵ ≡ min(ϵ1, · · · , ϵn)とすると

{(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ} ⊂ O (48)

である。∀y ∈ Vϵ(a)について

|yi − ai|2 ≤
n∑

k=1

|yk − ak|2 = d(y,a)2 < ϵ2

よって y ∈ {(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ}であるからつまり

Vϵ(a) ⊂ {(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ}

⊂ O ∵ (48)

であり、任意の a ∈ Oについて適当な ϵ > 0をとると Vϵ(a) ⊂ Oが成り立つので、Oはユークリッド距離
空間の意味でも開集合である。

22付録 53p 参照。証明略。
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逆に、Oがユークリッド距離空間の意味で開集合であるとき。任意の a ∈ Oについて適当な ϵ > 0をと
ると Vϵ

√
n(a) ⊂ Oが成り立つ。∀x ∈ {(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ}について

d(x, a)2 =
n∑

i=1

|xi − ai|2

<
n∑

i=1

ϵ2 = nϵ2

d(x, a) < ϵ
√

n

よって、x ∈ Vϵ
√

n である。つまり

{(y1, · · · , yn); |y1 − a1| < ϵ, · · · , |yn − an| < ϵ} ⊂ Vϵ
√

n ⊂ O

であり、任意の a ∈ Oについて適当な ϵ > 0をとると {(y1, · · · , yn); |y1 − a1| < ϵ, · · · , |yn − an| < ϵ} ⊂ O

が成り立つので、OはRの積位相空間の意味でも開集合である。 証明終

C.2 半開区間・開区間・閉区間

定義 C.2 a, b ∈ Rn について

[a, b) ≡ [a1, b1) × · · · × [an, bn) = {(x1, · · · , xn); a1 ≤ x1 < b1, · · · , an ≤ xn < bn}

と定義し、これを半開区間という。同様に閉区間もしくは n次元長方形を

[a, b] ≡ [a1, b1] × · · · × [an, bn] = {(x1, · · · , xn); a1 ≤ x1 ≤ b1, · · · , an ≤ xn ≤ bn}

と定義し、また開区間を

(a, b) ≡ (a1, b1) × · · · × (an, bn) = {(x1, · · · , xn); a1 < x1 < b1, · · · , an < xn < bn}

と定義する。また、これらについて、その大きさを

|[a, b)| ≡ |[a, b]| ≡ |(a, b)| ≡ |a1 − b1| · · · |an − bn|

と定義する。

定義 C.3 Rn の部分集合 Aが有界であるとは、適切な閉区間 I をとったとき A ⊂ I となることをいう。

定理 C.2 半開区間の共通部分は半開区間である。

(proof)

定義を考えると

[b1, a1) × · · · × [bn, an) ∩ [b′1, a
′
1) × · · · × [b′n, a′

n)

=[min(b1, b
′
1) − max(a1, a

′
1)) × · · · × [min(bn, b′n) − max(an, a′

n)) (49)

である。よって示された。 証明終

定理 C.3 半開区間 I1 ⊂ I2について |I1| ≤ |I2|

(proof)

各次元について |bi − ai|を考えればよい。容易。詳細略。 証明終
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補題 C.4 開区間は開集合である。

(proof)

Rでは、(a, b) = V |a−b|
2

(a+b
2 )なので、補題 B.12より、開集合である。

Rn の開区間は、Rの開区間の直積なので、積位相空間の意味では開集合である。よって、定理 C.1よ
り、Rn の開区間は開集合である。 証明終

C.3 コンパクト

コンパクトの定義等については、p51を参照。

定理 C.5 Rの有界閉区間はコンパクトである。

(proof)

有界閉区間 [a, b]と、その開被覆 {Oγ}γ∈Γ を考える。

A = {x|[a, x]が {Oγ}γ∈Γの有限部分被覆で覆われる }

とおく。開被覆 {Oγ}γ∈Γの中には、必ずaを含むものがあるので、それを持ってくることによって [a, a] = {a}
は有限部分被覆で覆われる。すなわち a ∈ Aであり、Aは空集合ではない。また、xが十分大きい時、[a, x]
は [a, b]の開被覆では覆えない。よって、Aは上に有界である。したがって、Rは順序完備 (付録 p44)なの
で、上限 supAが存在する。

ここで、supA < bと仮定する。a ≤ supA < bなので、supAは、開被覆 {Oγ}γ∈Γのある開集合O′に含

まれる。O′が開集合なので、適当な正数 ϵをとると、Vϵ(supA) ⊂ O′となる。よって、supA < d < supA+ϵ

となる dを選んでおくと

(supA, d] ⊂ (supA − ϵ, supA + ϵ) = Vϵ(sup A) ⊂ O′

である。Aの定義より [a, supA]は開被覆 {Oγ}γ∈Γの有限部分被覆 {O1, · · · , Os}によって覆われる。この
とき、

[a, d] = [a, supA] + (supA, d] ⊂ O1 ∪ · · · ∪ Os ∪ O′

となる。すなわち [a, d]が開被覆 {Oγ}γ∈Γの有限部分被覆で覆われるということであり、これは supAがA

の上限であることに矛盾する。したがって、b ≤ supAである。このとき [a, b] ⊂ [a, supA]であり、[a, supA]
は [a, b]の開被覆 {Oγ}γ∈Γ の有限部分被覆で覆われるので、[a, b]もその有限部分被覆によって覆われる。
よって、[a, b]はコンパクトである。 証明終

定理 C.6 Rnの有界閉集合はコンパクトである。

(proof)

Rn の有界閉集合を F とおく。有界なので十分大きな閉区間 [−a, a]をとれば F ⊂ [−a, a] = [−a, a]n と
なる。定理 C.5より [−a, a]はコンパクトであり、したがって、定理 B.4より [−a, a] = [−a, a]n もコンパ
クトである。F はその部分閉集合なので、定理 B.3より F もコンパクトである。 証明終

逆も成り立つ。

定理 C.7 Rnのコンパクトな集合は、有界閉集合である。
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(proof)

CをRnのコンパクト集合とする。補題C.4より、開区間は開集合なので、(−a, a)n (a = 1, 2, · · · → ∞)
の全体は Aの開被覆であるが、C はコンパクトなのでそのうちの有限個によって覆われる。この有限部分

被覆のうち最大のものを (−N,N)n とすると、C ⊂ (−N,N)n ⊂ [−N − 1, N + 1]n であるので、C は有界

である。

また、任意の x ∈ Ccをとり、xを中心とする閉球の補集合による集合族 {V 1
m

(x)c}m∈Zを考える。∀y ∈ C

について、補題 B.5より d(x, y) > 0である。よって d(x, y) > 1
M > 0なるM ∈ Z をとれば

y ̸∈ V 1
M

(x) ⇔ y ∈ V 1
M

(x)c ∴ Cc ⊂
∪

m∈Z

V 1
m

(x)c

となる。さらに、補題B.13より V 1
m

(x)は閉集合なので、V 1
m

(x)cは開集合である。よって、{V 1
m

(x)c}m∈Z

は C の開被覆である。C はコンパクトなので、この中から C の有限部分被覆をとることができる。そのう

ち最大のもの、すなわちmが最小のものを V 1
m′

(x)cとすれば、これは有限部分被覆の他のどの開集合も含

むので

C ⊂ V 1
m′

(x)c ⇔ V 1
m′

(x) ⊂ Cc

となる。すなわち、任意の x ∈ Ccに関して、正数 1
m′ をとれば V 1

m′
(x) ⊂ Ccとなるので、Ccは開集合で

ある。よって C は閉集合である。 証明終

補題 C.8 閉区間はコンパクトであり、有界閉集合である。

(proof)

閉区間を [a1, b1]× · · · × [an, bn]とする。定理C.5より、各 [a1, b1], · · · , [an, bn]はコンパクトである。よっ
て、定理 B.4より閉区間 [a1, b1] × · · · × [an, bn]はコンパクトである。したがって、定理 C.7よりこれは有
界閉集合である。 証明終

C.4 最大値・最小値

定理 C.9 Rの有界閉集合は、最大値・最小値をもつ。

(proof)

任意のRの有界閉集合Fについて、有界であることよりF ⊂ [−a.a]が成立する。[−a.a]の n等分点

Pn(k) ≡ 2a

n

(
k − n

2

)
(k = 0, · · · , n)

をとる。このとき
n∑

k=0

V a
n
(Pn(k)) = [−a − a

n
, a +

a

n
] ⊃ F

である。よって V a
n
(Pn(k)) ∩ F ̸= ϕ となる k が存在する。その k のなかで最大のものを K(n) とし、

xn ≡ Pn(K(n))とおく。xn ∈ F であるから、無限実数列 {xn}は有界である。よって定理 A.9より、収束
部分列 {xφ(n)}を持つ。この極限を cと置くと、xn ∈ F で F が閉集合なので、定理 B.11より c ∈ F とな

る。

∀f ∈ F ⊂
n∑

k=0

V a
n
(Pn(k))について ∃k′

n, f ∈ V a
n
(Pn(k′

n))である。このとき V a
n
(Pn(k′))∩ F ̸= ϕである

から

k′
n ≤ K(n) ∴ Pn(k′

n) ≤ Pn(K(n)) = xn

である。また f ∈ V a
n
(Pn(k′

n))より
|f − Pn(k′

n)| ≤ a

n
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なので lim
n→∞

Pn(k′
n) = f である。ところで Pn(k′

n) ≤ xn であるから、n → ∞とすると

f ≤ c

である。f ∈ F は任意だったので、cは F の最大値である。よって示された。最小値も同様。 証明終

定理 C.10 Rの上に有界な閉集合は、最大値を持ち、下に有界な閉集合は、最小値を持つ。

(proof)

Rの上に有界な閉集合を Fとする。上に有界なので ∀f ∈ F, f ≤ aである。ここで適当な f ′ ∈ F をとり

F ′ ≡ F ∩ [f ′, a]

とすると、定理 C.8より [f ′, a]は閉集合なので、定理 B.1より F ′ は閉集合である。また、

F ′ ⊂ [f ′, a] ⊂ [−max(|f ′|, |a|),max(|f ′|, |a|)]

なので、F ′ は有界である。よって定理 C.9より F ′ は最大値M をもつ。

∀f ∈ F について、f ∈ F ′ ならばM は F ′ の最大値より f ≤ M である。f ̸∈ F ′ ならば f ̸∈ [f ′, a]であ
るが、f ≤ aなので f < f ′ ≤ M である。よってM ∈ F ′ ⊂ F であるからM は F の最大値である。よっ

て示された。最小値も同様。 証明終

定理 C.11 コンパクトな位相空間X と連続関数 f : X → Rについては、f(X) ⊂ Rに最
大値・最小値が存在する。

(proof)

定理 B.20より、f(X)はコンパクトである。よって、定理 C.7より f(X)は有界閉集合である。ゆえに、
定理 C.9より、f(X)に最大値・最小値が存在する。 証明終
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