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第 I部

代数

1 基本的事項

1.1 写像

定義 1.1 （単射）集合 Aから集合 Bへの写像 T について、T (a) = T (a′) (∈ B)ならば a = a′ (a, a′ ∈ A)が成

り立つとき、Tを単射という。◀

定義 1.2 （像・全射）集合 Aから集合 Bへの写像 T について、Aの元の T によって写像されたものの全体

T(A) = {T(a)|a ∈ A}を、Aの Tによる像 (像集合)という。また、一般には T (A) ⊂ Bだが、T (A) = Bが成り

立つとき、Tを Aから Bの全射という。◀

定義 1.3 （全単射）集合 Aから集合 Bへの写像 T が、単射かつ全射であるとき、Tを全単射という。◀

定義 1.4 （逆写像）集合 Aから集合 Bへの写像 T があるとき、EA, EBをそれぞれ集合 A, Bにおける恒等写

像として、写像 T−1 : B→ Aが T−1 ◦ T = EA, T ◦ T−1 = EBを満たすならば、T−1 を逆写像という。◀

全射によって二つの集合を写像を通じて結びつけて理解することが可能となる。さらに単射であれば、写

像を通じて二つの集合が一対一に対応させられる。このことは、逆写像の存在という形で明確にあらわれる。

定理 1.1 集合Aから集合Bへの写像Tが、全単射であるとき、任意のb ∈ Bに対してT (a) = b

となる Aの元 aがただひとつ存在し、T は逆写像 T−1を持つ。

(proof)

全射の定義により、T (A) = Bなので、任意の b ∈ Bに対して b ∈ T (A) = Bとなる。従って、T (a) = b

となる A の元 a が必ず存在する。ここで、T (a) = b となる A の元 a が複数存在したとする。すなわち、

T (a) = T (a′) = b (a , a′)となったとすると、これは T が単射であることに矛盾する。従って、T (a) = bと

なる Aの元 aはただひとつだけである。

このとき、T−1 : b 7→ aとおくと T−1は写像となるが、EA, EBをそれぞれ A, Bにおける恒等写像とすると、

上の議論より任意の b ∈ Bに対して T (a) = bとなる a ∈ Aが唯一必ず存在して a = T−1(b)と表されるので

T ◦ T−1(b) = T (a) = b

であり、したがって T ◦ T−1 = EB である。また、任意の a ∈ Aに対して T (a) ∈ Bであり、上の議論より

T (a′) = T (a) となる a′ ∈ A が唯一存在して a′ = T−1(T (a)) と表される。ところが、単射であることより

T (a′) = T (a)ならば a′ = aであり、従って

a = T−1(T (a))

が任意の a ∈ Aについて成立する、つまり T−1 ◦ T = EAである。よって、T−1は T の逆写像である。 証明終

定理 1.2 集合 Aから集合 Bへの写像 T が、逆写像 T−1を持つとき、T,T−1は全単射である。

(proof)

T (a) = T (a′)であるとき、a = T−1(T (a)) = T−1(T (a′)) = a′ であり、T は単射である。また、像を考えると

一般には T−1(B) ⊂ Aであり、従って

T ◦ T−1(B) ⊂ T (A) ⊂ B
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である。ところが T ◦ T−1 = EBなので、T ◦ T−1(B) = Bであり、従って

T ◦ T−1(B) = T (A) = B

である。よって、T (A) = Bより T は全射であり、あわせて、T は全単射である。T−1 についても同様であ

る。 証明終

1.2 同値関係と同値類

定義 1.5 （二項関係）集合 S について、その積集合 S × S の部分集合 Rを二項関係という。逆に (x, y) ∈ R

のとき、xと yは関係 Rで結ばれているとか R関係があるという。◀

定義 1.6 （同値関係）Xを集合とし、Rを X上の二項関係とする。二項関係 Rが次の 3条件を満たすとき、

Rを X上の同値関係という。

1. 任意の a ∈ Xに対して (a, a) ∈ R （反射律）

2. 任意の a, b ∈ Xに対して (a, b) ∈ Rならば (b, a) ∈ R （対称律）

3. 任意の a, b, c ∈ Xに対して (a, b) ∈ Rかつ (b, c) ∈ Rならば (a, c) ∈ R （推移律）

同値関係 (a, b) ∈ Rのことを a ∼ bのようにも表す。◀

定義 1.7 （同値類）集合 Aの空でない部分集合の族 F = {Ai|i ∈ I}が次の 2条件を満たすとき、Fを Aの類

別または分割という。

1. A = ∪i∈I Ai

2. i, j ∈ I, i , jなら Ai ∩ A j = ∅

このとき、各 Ai を類別 Fによる類という。特に集合 X 上に同値関係 Rが定義されているとき、ある X の

元 aに対して aに同値である元を全て集めた集合は類となる。これを同値関係 Rの同値類といい、aをを

この同値類の代表元という。◀

定義 1.8 （商集合）∼を X 上の同値関係とするとき、∼の同値類全体からなる集合を、Xの ∼による商集
合といい、X/ ∼とかく。すなわち、S/ ∼= {[a]|a ∈ S }。◀

同値関係は、「ある観点から等しい」ことを表すものと捉えられる。その観点から同一視したものが同値

類であり、同値類を構成要素として集合を解釈しなおしたものが商集合であるといえよう。

例 1.9 Nを 0と自然数の全体とし、N ∋ m(, 0)を固定するとき、a ∼ b ⇔ a ≡ b (mod m)と定義すると N

を m割った余りによって同値類に類別できる。これは、余りが等しいものを同一視したことに相当する。

1.3 半順序・順序

定義 1.10 （擬順序）Xを集合とし、Rを X上の二項関係とする。二項関係 Rが次の条件を満たすとき、R

を X上の擬順序という。

1. 任意の a ∈ Xに対して (a, a) ∈ R （反射律）

2. 任意の a, b, c ∈ Xに対して (a, b) ∈ Rかつ (b, c) ∈ Rならば (a, c) ∈ R （推移律）

擬順序 (a, b) ∈ Rのことを a ≺ bなどのようにも表す。◀
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定義 1.11 （半順序）Xを集合とし、Rを X上の二項関係とする。二項関係 Rが次の条件を満たすとき、R

を X上の半順序という。

1. 任意の a ∈ Xに対して (a, a) ∈ R （反射律）

2. 任意の a, b ∈ Xに対して (a, b) ∈ Rかつ (b, a) ∈ Rならば a = b （反対称律）

3. 任意の a, b, c ∈ Xに対して (a, b) ∈ Rかつ (b, c) ∈ Rならば (a, c) ∈ R （推移律）

半順序 (a, b) ∈ Rのことを a ≤ bなどのようにも表す。このとき (X,≤)を半順序集合という。さらに、任意

の a, b ∈ Xについて a ≤ bまたは b ≤ aが成立するときは、二項関係 ≤は全順序であるといい、(X,≤)を全

順序集合という。◀

定義 1.12 （順序同型）(X,≤), (Y ≤)を半順序集合とする。写像 f : X → Y が全単射であり

x ≤ y⇔ f (x) ≤ f (y)

が成立する場合、 f を順序同型写像という。順序同型写像が存在する場合、X と Y は順序同型であるとい

う。順序同型を集合同士の二項関係として捉えた場合、順序同型は同値関係である。◀

定義 1.13 （最大元・最小元）(X,≤)を半順序集合とし、Aを X の部分集合とする。a ∈ Aが ∀x ∈ A, x ≤ a

を満たすとき、aを Aの最大元といい、max Aと表す。また、a ∈ Aが ∀x ∈ A, a ≤ xを満たすとき、aを A

の最小元といい、min Aと表す。最大元もしくは最小元は存在するとは限らないが、反対称律より存在すれ

ば一意である。◀

定義 1.14 （極大元・極小元）(X,≤)を半順序集合とし、Aを Xの部分集合とする。a ∈ Aが ∀x ∈ Aについ

て「a ≤ x⇒ x = a」を満たすとき、aを Aの極大元という。また、∀x ∈ Aについて「x ≤ a⇒ x = a」を満

たすとき、aを Aの極小元という。極大元もしくは極小元は存在するとは限らず、たくさん存在することも

ある。◀

定義 1.15 （強連結成分分解）Xを集合とし、≺を X上の擬順序とする。二項関係 a ∼ bを

a ∼ b⇔ a ≺ bかつ b ≺ a

によって定義すると、∼は同値関係となる。このとき ∼による商集合 X/ ∼を強連結成分分解といい、同値
類を強連結成分という。◀

a ≺ bのとき、それぞれを代表元とする強連結成分 [a], [b]とその任意の元 x ∈ [a], y ∈ [b]について

x ≺ a, a ≺ b, b ≺ y ∴ x ≺ y

が成立しており、強連結成分に対して [a] ≤ [b] ⇔ a ≺ bによって二項関係 ≤を定義できる。≤は明らかに
擬順序であり、さらに [a] ≤ [b]かつ [b] ≤ [a]ならば a ∼ bつまり [a] = [b]であり、反対称律を満たすこと

から ≤は半順序である。

2 代数系

2.1 代数系

数学的な演算（算法）の枠組みとして、代数系を定義する。

定義 2.1 （代数系）Xを集合とする。A(⊂ X × X)から Xへの写像 f を上の二項算法または、内算法という。

A = X × Xならば、内算法は全域で定義されているという。また、Ωを適当な別の集合として、Ω × Xから

X への写像を Ωを作用域とする外算法といい、内算法と外算法をあわせて算法という。X の元 x, yについ

て、 f (x, y)を x + yと書くとき、この算法を加法といい、xyと書くとき乗法という。また、何種類かの算法

を備えた集合を代数系といい、例えば集合 Xに算法 ◦が定義されているとき、(X, ◦)と書く。◀
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代数系における同値類を考える場合には、算法を同値類に対するものとして再解釈できることが重要で

ある。このことは、次のようにまとめられる。

定義 2.2 （商構造）E を集合、◦,∼をそれぞれ E 上で定義された内算法と同値関係とするとき、任意の E

の元 a, b, cに対し

c = a ◦ b, a′ ∈ [a], b′ ∈ [b] =⇒ a′ ◦ b′ ∈ [c] (1)

が成り立つ時、内算法 ◦と同値関係 ∼が両立するという。また、Eの外算法 ⋄について

a ∼ b =⇒ α ⋄ a ∼ α ⋄ b (2)

が成り立つとき、外算法 ⋄と同値関係 ∼が両立するという。E(◦,∼), E(⋄,∼)においてそれぞれ ◦, ⋄と ∼が
両立するとき、(E/ ∼, •), (E/ ∼,♦)という新たな代数系を

[a] • [b] = [a ◦ b] (3)

α♦[a] = [α ⋄ a] (4)

となるように定義することができる。このような代数系を商構造 1 という。◀

2.2 準同型・同型

定義 2.3（準同系・同型）2つの代数系 (E, ◦1, · · · , ◦m, ⋄1, · · · , ⋄n), (E′, ◦′1, · · · , ◦′m, ⋄′1, · · · , ⋄′n)について、◦1, · · · , ◦m, ◦′1, · · · , ◦′m
は内算法、⋄1, · · · , ⋄n, ⋄′1, · · · , ⋄′n は ⋄i, ⋄′i の作用域 Ωi が等しい外算法とする。このとき、ある E1 から E2 の

写像 f が存在して、任意の E1 の元 a, bと α j ∈ Ω j について

f (a ◦i b) = f (a) ◦′i f (b) i = 1, · · · ,m (5)

f (α j ⋄ j b) = α j ⋄′j f (b) j = 1, · · · , n (6)

が成り立つ時 f は準同型写像であるという。特に全単射である準同型写像を同型写像という。また、同型写

像を持つとき、2つの代数系は同型であるといい、(E1, ◦1) ≃ (E2, ◦2)と書く。 ◀

2.2.1 同型

定理 2.1 二つの代数系 E, E′が同型であるという関係を E � E′で表せば、�は同値関係で
ある。

(proof)

(反射律)恒等写像は同型写像であり、これを以て E � Eである。

(対称律)E � E′ であるとき、E から E′ の間に同型写像 f が存在する。 f は全単射なので、定理 1.1よ

り、E′ から E への逆写像 f −1 が存在する。 f −1 は逆写像 ( f −1)−1 = f を持つので全単射である。また、

f −1(a′) = a, f −1(b′) = bであるとき f (a) = a′, f (b) = b′なので、 f が準同型であることにより、任意の内算法

◦について a′ ◦ b′ = f (a) ◦ f (b) = f (a ◦ b)つまり

f −1(a ◦ b) = a′ ◦ b′ = f −1(a) ◦ f −1(b)

1この定義では、一般には {x ◦ y; x ∈ [a], y ∈ [b]} ⊂ [a] • [b] であり、{k ⋄ x; x ∈ [a]} ⊂ k♦[a] であることに注意せよ。ここでいう両立
は、算法が写像になっていることを保証しているだけである。これらの集合が一致するためには、両立の定義において、必要条件が
必要十分条件になっていなければならない。
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であり、また、任意の外算法 ⋄について、kを作用域の元として k ⋄ a′ = k ⋄ f (a) = f (k ⋄ b)つまり

f −1(k ⋄ a) = k ⋄ a′ = k ⋄ f −1(a)

であるので、f −1は準同型写像である。まとめると、T−1は E′から Eへの同型写像ということになり、E′ � E

となる。

(推移律)E � E′, E′ � E′′であるとき、それぞれの間に同型写像 f , gが存在する。この時、任意の x ∈ Eに

対して g( f (x)) ≡ (g ◦ f )(x)は E′′の元を与えており、(g ◦ f )は Eから E′′への写像である。しかも写像 (g ◦ f )

は、簡単な考察により、全単射で準同型であることがわかる。つまり E から E′′ に同型写像 (g ◦ f )が存在

するということであり、E � E′′ である。 証明終

二つの代数系 E, E′が同型であることは、その代数系で定義されている算法の上では、二つの代数系を同

一視していいということを表している。まず、同型写像は全単射であるため、E, E′ は同型写像を通じて一

対一に対応させられる。さらに、同型写像は準同型であるため、算法の適用結果が同型写像を通じて一致す

る。例えば、内算法について考えると、E の元 a, bに内算法 ◦を適用した結果（a ◦ b）と、E′ の対応する

元 a′ ≡ f (a), b′ ≡ f (b)に、対応する E′ の内算法 ◦′ を適用した結果（a′ ◦′ b′）が、 f を通して一致する

f (a ◦ b) = a′ ◦′ b′

のであるから、 f で移りあえるものを同一視すれば、Eで a ◦ bを考えることと、E′で a′ ◦′ bを考えること

は同じこととみなせる。

(代数系 E) (代数系 E′)

a, b ↔ f , f −1 a′, b′

↓ ↓
a ◦ b ↔ f , f −1 a′ ◦ b′

外算法についても同様である。

2.2.2 準同型

定義 2.4 f を Eから F への準同型写像とするとき、a ∼ b⇔ f (a) = f (b)とすると

1. f (a) = f (a)

2. f (a) = f (b)⇔ f (b) = f (a)

3. f (a) = f (b), f (b) = f (c)⇒ f (a) = f (c)

なので同値関係を定めることができるため、代数系 E/ f を定義することができる 2 。◀

これはつまり、準同型写像 f を適用すると等しくなるものを同一視することにあたる。像 f (E)の元一つ

に対して同値類がひとつ対応しており、明らかに次のことが言える。

定理 2.2 （準同型定理）Eを全ての算法が全域で定義された代数系とするとき、準同型写像
f : E → Fによって生成される同値関係 ∼による商集合 E/ f は、像 f (E)と同型である。

定理 2.3 準同型写像 f : E → Fによって生成される同値関係∼による商集合 E/ f について、
Eの算法は全て同値関係 ∼と両立しており、商集合 E/ f 上に商構造を定義できる。

2たとえば剰余について、a→ [a] を準同型写像 f とみなすことができるので、(E/ ∼, •) を E/ f と書くことができる。
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3 内算法と可逆化

3.1 内算法についての定義

定義 3.1 （結合的）集合 Xに内算法 ◦が定義されているものとする。このとき

∀a, b, c ∈ X : (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (7)

が成り立つことを、内算法 ◦は結合的であるという。◀

以下、結合的な内算法を考える。結合的であることにより、内算法については計算順序を考えなくてよい

（括弧をつけなくてよい）。

定義 3.2 （半群）集合 Xに内算法 ◦が全域で定義されており、内算法 ◦が結合的であるとき、代数系 (X, ◦)
は半群であるという。◀

定義 3.3 （単位元）集合 Xに内算法 ◦が定義されているものとする。このとき、ある特別な元 eが存在して、

∀x ∈ X : x ◦ e = e ◦ x = x (8)

となるとき、eを単位元という。◀

定理 3.1 単位元が存在するならば、それは一意である。

(proof)

e, e′ がともに単位元であると仮定する。すると仮定より e = e ◦ e′ = e′。 証明終

定義 3.4 （逆元）集合 Xに内算法 ◦が定義されており、単位元 eが存在するとする。Xの各元 xに対し

x ◦ y = y ◦ x = e (9)

となる Xの元 yを xの逆元といい、x−1 で表す。◀

定理 3.2 xに対応する逆元が存在するならば、それは一意である。

(proof)

a, bがともに xの逆元だと仮定すると a = a ◦ e = a ◦ x ◦ b = e ◦ b = bである。 証明終

定義 3.5 （可換）集合 Xに内算法 ◦が定義されているものとする。このとき Xの任意の元 x, yについて

x ◦ y = y ◦ x

が成立するとき、◦は可換であるという。◀

定義 3.6 （正則元）集合 Xに結合的で可換な内算法 ◦が定義されており、a ◦ x = a ◦ yならば x = yが成立

するとき（写像 fa(x) = a ◦ xが単射であるとき）、aを正則元という。◀

例 3.7 自然数と加算を考えた場合、自然数すべてが正則元である。整数と乗算を考えた場合、0以外の整数

が正則元である。

a, bが正則元であるとき a ◦ bも正則元であることに留意する。
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3.2 可逆化の手続き

3.2.1 商構造の構成

内算法が可換な半群 (X, ◦)に対し、Xの正則元の全体を X∗とし、積集合 X × X∗を考える。また、積集合

X × X∗ における内算法 •′ を次のように定義する。

(x, x∗) •′ (y, y∗) ≡ (x ◦ y, x∗ ◦ y∗)

補題 3.3 積集合 X × X∗上の関係 ∼を

(x, x∗) ∼ (y, y∗) ⇔ x ◦ y∗ = y ◦ x∗

と定義すると、∼は同値関係である。

(proof)

反射律・対象律は自明である。推移律については、可換性を使って

y∗ ◦ (x ◦ z∗) = (y∗ ◦ x) ◦ z∗

= (x∗ ◦ y) ◦ z∗

= x∗ ◦ (y ◦ z∗)

= x∗ ◦ (y∗ ◦ z)

= y∗ ◦ (z ◦ x∗)

であり、y∗ は正則元であるので

x ◦ z∗ = z ◦ x∗

が成立する。よって示された。 証明終

補題 3.4 積集合 X × X∗上の次の同値関係 ∼

(x, x∗) ∼ (y, y∗) ⇔ x ◦ y∗ = y ◦ x∗

は、内算法 •′と両立する。

(proof)

c ≡ (x, x∗) •′ (y, y∗) = (x ◦ y, x∗ ◦ y∗)とするとき、任意の (a, a∗) ∈ [(x, x∗)], (b, b∗) ∈ [(y, y∗)]に対して

(a, a∗) •′ (b, b∗) ∈ [c]

となることを示せばよい。

a ◦ x∗ = x ◦ a∗

b ◦ y∗ = y ◦ b∗

より

(a ◦ x∗) ◦ (b ◦ y∗) = (x ◦ a∗) ◦ (y ◦ b∗)

(a ◦ b) ◦ (x∗ ◦ y∗) = (x ◦ y) ◦ (a∗ ◦ b∗)

が成立する。つまり

(a, a∗) •′ (b, b∗) = (a ◦ b, a∗ ◦ b∗) ∼ (x ◦ y, x∗ ◦ y∗) = c
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である。よって示された。 証明終

積集合 X × X∗ 上で ∼による同値類を考え、商集合を C ≡ (X × X∗)/ ∼とおくと、上の補題より C上の商

構造を定義できる。つまり、このときの Cにおける内算法を •によって表すと [a], [b] ∈ Cについて

[a] • [b] = [a •′ b] (10)

となるよう同値類に対する内算法を定めることができる。この内算法もやはり可換かつ結合的である。し

たがって、得られる商構造も半群を成す。

3.2.2 もとの半群との対応

積集合 X ×X∗のうち x ∈ X, x∗ ∈ X∗によって (x ◦ x∗, x∗)の形で表されるものを考える。F(x) = {(x ◦ x∗, x∗) :

x∗ ∈ X∗}とする。y ∈ X, y∗ ∈ X∗ について

(y, y∗) ∈ [(x ◦ x∗, x∗)]

⇔ (x ◦ x∗, x∗) ∼ (y, y∗)

⇔ (x ◦ x∗) ◦ y∗ = y ◦ x∗

⇔ x∗ ◦ (x ◦ y∗) = x∗ ◦ y

⇔ x ◦ y∗ = y

⇔ (y, y∗) ∈ F(x)

なので、F(x) = [(x ◦ x∗, x∗)] ∈ Cつまり、F(x)は商構造 Cの元である。また、任意の x, y ∈ Xに対して

F(x) • F(y) = [(x ◦ x∗, x∗) •′ (y ◦ y∗, y∗)] = [((x ◦ y) ◦ (x∗ ◦ y∗), x∗ ◦ y∗)] = F(x ◦ y)

なので、F : X → Cは準同型写像であり、また単射であることも容易に分かる。よって、Xと像 F(X)(⊂ C)

は同型である。このことは、Cはその一部として Xと同一視できる部分をもっており、Cが Xの拡張とし

て捉えられることを意味している。

3.2.3 単位元

補題 3.5 任意の x ∈ X, x∗ ∈ X∗, u ∈ X∗に対して

(x, x∗) ∼ (u, u) ⇔ x = x∗

(proof)

uが正則元であることより容易に示される。 証明終

これより {(u, u) : u ∈ X∗}が C の元（同値類）であることが分かる。実は、これは C における単位元で

ある。

補題 3.6 任意の x ∈ X, x∗ ∈ X∗, u ∈ X∗に対して

(x, x∗) •′ (u, u) ∼ (u, u) •′ (x, x∗) ∼ (x, x∗)

(proof)

可換性より容易に示される。 証明終
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系 3.7 任意の a ∈ Cと e ≡ {(u, u) : u ∈ X∗}について

a • e = e • a = a

つまり eはCの単位元である。

系 3.8 もとの半群 (X, ◦)が単位元 eを持つ場合、対応する商構造の元 F(e)は商構造の単位
元である。

3.2.4 逆元の構成

C の部分集合 R ≡ {c ∈ C : ∃(x, x∗) ∈ c, x ∈ X∗, x∗ ∈ X∗}を考える。a ∈ Rならば、ある x, x∗ ∈ X∗ が存在し

て a = [(x, x∗)]と表される。このとき、[(x∗, x)] ∈ Rが aの逆元となる。

a • [(x∗, x)] = [(x, x∗)] • [(x∗, x)]

= [(x, x∗) •′ (x∗, x)]

= [(x ◦ x∗, x∗ ◦ x)]

= [(x ◦ x∗, x ◦ x∗)]

= e

[(x∗, x)] • aについても可換性より示される。

もとの半群の正則元 x ∈ X∗に対して F(x) = {(x, x∗) : x∗ ∈ X} ∈ Rである。これは重要な意味を持ち、半群

(X, ◦)を (C, •)に拡大したとき、もとの半群の正則元に相当する Cの要素は逆元を必ず持つ。そのため、こ

の拡大の操作は可逆化と呼ばれるのである。また、次のことも言える。

系 3.9 もとの半群のすべての要素が正則元であれば、可逆化後のすべての要素が逆元を
持つ。

3.2.5 整数・有理数の例

例 3.8 Xを自然数の集合とし、内算法は加算を考える。このとき、同値関係は x+y∗ = x∗+y ⇔ x− x∗ = y−y∗

であり、(x, x∗)で x− x∗が同じであるものを同一視していることに相当する。ただし、定義は加算のみで行わ

れていることに注意せよ。自然数 nに対して、拡張された商構造で nに対応するのは同値類 {(n+ x∗, x∗) : x∗

は自然数 }である。単位元に対応するのは同値類 {(x∗, x∗) : x∗は自然数 }であり、まさにこれが 0（ゼロ）な

のである。自然数はすべて正則元であり、かならず逆元 {(x∗, n + x∗) : x∗は自然数 }をもつ。{(n + x∗, x∗) : x∗

は自然数 }を nと表し、{(x∗, x∗) : x∗は自然数 }を 0と表し、{(x∗, n + x∗) : x∗は自然数 }を −nと表すことで、

可逆化により自然数から整数が生み出される。また、逆元を用いて n−m = n+ (−m)と定義することで、減

算を定義することができる。

例 3.9 X を整数の集合とし、内算法は乗算を考える。このとき、同値関係は xy∗ = x∗y ⇔ x
x∗ =

y
y∗ であり、

分数で約分したものが同じであるものを同一視していることに相当する。つまり、この場合の可逆化は分数

を考えていることに他ならない。整数において正則元は 0以外の整数であり、分母が 0になることは認め

られていない。また、分子が 0でない場合には逆元（ここでは逆数）が存在する。こうして、整数から可

逆化により有理数が生み出される。
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4 束

4.1 定義

定義 4.1 （束）代数系 (X,∧,∨)について、∧,∨が全域で定義された結合的で可換な内算法であり、吸収則
と呼ばれる次の性質

(x ∨ y) ∧ x = x, (x ∧ y) ∨ x = x

を満たすとき、代数系 (X,∧,∨)は束であるという。束の部分集合が内算法について閉じており束をなして

いる場合、その部分集合は部分束という。◀

束に対しては、半順序が定義できる。

定理 4.1 束 (X,∧,∨)について、a ≤ b⇔ b = a ∨ bと定義すると、≤は半順序である。

(proof)

吸収則より a = (a ∧ c) ∨ aであり c = a ∨ bとすると a = (a ∧ (a ∨ b)) ∨ a = (a) ∨ a ⇔ a ≤ aである。（反

射律）

a ≤ b, b ≤ aのとき a = a ∨ b = bである。（反対称律）

a ≤ b, b ≤ cのとき c = b ∨ c = (b ∨ a) ∨ c = (b ∨ c) ∨ a = c ∨ aより a ≤ cである。（推移律） 証明終

定義 4.2 （束から導かれる半順序）束 (X,∧,∨)について、a ≤ b⇔ b = a ∨ bによる半順序 ≤を束から導か
れる半順序という。束においては、以下この半順序のみを考えることとする。◀

定理 4.2 a ≤ b⇔ a = a ∧ b

(proof)

a ≤ bのとき b = a ∨ bである。このとき吸収則より a ∧ b = a ∧ (a ∨ b) = aである。逆に、a = a ∧ bのと

き、吸収則より a ∨ b = (a ∧ b) ∨ b = b⇔ a ≤ bである。 証明終

定理 4.3 a = a ∧ a = a ∨ a

(proof)

反射律 a ≤ aなので半順序の定義および前の定理より示される。 証明終

これと定義より、吸収則そのものがもっとも基本的な半順序を形成する。

定理 4.4 a ∧ b ≤ a ≤ a ∨ b, a ∧ b ≤ b ≤ a ∨ b

定理 4.5 a ≤ bのとき a ∧ x ≤ b ∧ x, a ∨ x ≤ b ∨ x

(proof)

(a∧x)∧(b∧x) = (a∧b)∧(x∧x) = a∧xより a∧ x ≤ b∧ xである。また、(a∨ x)∨(b∨ x) = (a∨b)∨(x∨x) = b∨ x

より a ∨ x ≤ b ∨ xである。 証明終

4.2 区間

束 (X,∧,∨) について a ≤ b のとき [a, b] ≡ {x ∈ X : a ≤ x ≤ b} を考えると、x, y ∈ [a, b] について

x ∧ y = (x ∧ a) ∧ y = (x ∧ y) ∧ aより a ≤ x ∧ yであり、x ∨ y = (x ∨ b) ∨ y = (x ∨ y) ∨ bより x ∨ y ≤ bである。

よって

a ≤ x ∧ y ≤ x ∨ y ≤ b

であり、内算法 ∧,∨は [a, b]で閉じていることから ([a, b],∧,∨)は部分束である。
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定義 4.3 （区間）束 (X,∧,∨)について a ≤ bのとき、部分束 [a, b] ≡ {x ∈ X : a ≤ x ≤ b}を区間もしくは商
束という。◀

定義 4.4 （転置的）束 (X,∧,∨)について、二つの区間 [a, b], [A, B]が a = b∧ A, B = b∨ Aを満たす場合、二

つの区間は転置的であるという。◀

定義 4.5 （モジュラ束）束 (X,∧,∨)が x ≤ zのとき (x ∨ y) ∧ z = x ∨ (y ∧ z)を満たす場合、モジュラ束であ

るという。◀

定理 4.6 モジュラ束 (X,∧,∨)の転置的な区間 [a, b], [A, B]において f : [a, b] → [A, B]を
f (x) = x ∨ Aと定義すると、 f は同型写像かつ順序同型写像である。

(proof)

まず f (a) = a ∨ A = (b ∧ A) ∨ A = A であり、 f (b) = b ∨ A = Bである。また、g(x) = x ∧ b とすると

g( f (x)) = f (x) ∧ b = (x ∨ A) ∧ bであり、x ∈ [a, b]なら X ≤ bなので、モジュラ束の性質と a ≤ xより

g( f (x)) = (x ∨ A) ∧ b = x ∨ (A ∧ b) = x ∨ a = x

であり、gは f の逆関数である。逆関数を持つことから f は全単射である。さらに a = g(A) = A ∧ b, b =

g(B) = B ∧ bも成立している。

f が準同型写像であることを示そう。x, y ∈ [a, b]に対して

g( f (x) ∧ f (y)) = (x ∨ A) ∧ (y ∨ A) ∧ b

= (x ∨ A) ∧ (y ∨ A) ∧ (b ∧ b)

= ((x ∨ A) ∧ b) ∧ ((y ∨ A) ∧ b)

= x ∧ y

より f (x) ∧ f (y) = f (x ∧ y)である。また

f (x) ∨ f (y) = (x ∨ A) ∨ (y ∨ A)

= (x ∨ y) ∨ A

= f (x ∨ y)

であることから、 f は準同型写像であり、すでに全単射であると示していることから f が同型写像であると

分かる。 f が順序同型写像であることは、 f が同型写像であることからすぐに示せる。 証明終

系 4.7 モジュラ束の転置的な区間は同型であり、かつ順序同型である。

したがって、ある区間から転置的な区間とっていったときにたどり着ける区間はすべて同型かつ順序同型

である。そこで次の定義を置く。

定義 4.6 （射影的）束 (X,∧,∨)の二つの区間 [a, b], [A, B]について、区間の列 [a1, b1], · · · , [an−1, bn−1]が存

在して、[a0, b0] = [a, b], [an, bn] = [A, B]としたとき、[ak, bk]と [ak+1, bk+1]が k = 0, · · · , n − 1について転置

的であるとき、二つの区間は射影的であるという。モジュラ束の射影的な区間は同型であり、かつ順序同型

となっている。◀

定理 4.8 モジュラ束において a1 ≤ a2, b1 ≤ b2のとき、区間 [(a2 ∧ b1) ∨ a1, (a2 ∧ b2) ∨ a1]と
[(a1 ∧ b2) ∨ b1, (a2 ∧ b2) ∨ b1]は射影的である。
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(proof)

(a2 ∧ b1) ∨ a1 と a2 ∧ b2 から転置的な区間を構成する。b1 ≤ b2 より a2 ∧ b1 ≤ a2 ∧ b2 である。

((a2 ∧ b1) ∨ a1) ∧ (a2 ∧ b2) = (a2 ∧ b1) ∨ (a1 ∧ (a2 ∧ b2)) ∵モジュラ束の性質
= (a2 ∧ b1) ∨ (a1 ∧ a2 ∧ b2)

= (a2 ∧ b1) ∨ (a1 ∧ b2) ∵ a1 ≤ a2

であり

((a2 ∧ b1) ∨ a1) ∨ (a2 ∧ b2) = (a2 ∧ b1) ∨ (a2 ∧ b2) ∨ a1

= (a2 ∧ b2) ∨ a1

なので、区間 [(a2 ∧ b1) ∨ a1, (a2 ∧ b2) ∨ a1]と [a2 ∧ b2, (a2 ∧ b1) ∨ (a1 ∧ b2)]は転置的である。どうようにし

て aと bを入れ替えると、区間 [(a1 ∧ b2) ∨ b1, (a2 ∧ b2) ∨ b1]と [a2 ∧ b2, (a2 ∧ b1) ∨ (a1 ∧ b2)]は転置的であ

る。よって示された。 証明終

4.3 組成列

定義 4.7 （組成列）束 (X,∧,∨)の元 a ≤ bに対して

a = u0 < u1 · · · < un = b

となっており、uk < v < uk+1 を満たす元 vが存在しないとき、{u0, · · · , un}を組成列という。ただし、「x <

y⇔ x ≤ yかつ x , y」とする。◀

定理 4.9 （ジョルダン・ヘルダーの定理）モジュラ束 (X,∧,∨)の元 a ≤ bに対して、二つの
組成列

a = u0 < u1 · · · < un = b

a = s0 < s1 · · · < sm = b

が存在するとき、n = mであり、区間の列 [u0, u1], · · · , [un, un]に対して、[s0, s1], · · · , [sn, sn]

を並び替えた区間の列 [sσ(0), sσ(0)+1], · · · , [sσ(n), sσ(n)+1]で、[uk, uk+1]と [sσ(k), sσ(k)+1]が射影
的であるものが存在する。

(proof)

u−1 = s−1 = aと拡張しておく。ci j ≡ (ui ∧ s j) ∨ ui−1 = (ui−1 ∨ s j) ∧ ui とする。

ci j ∨ ui = (ui−1 ∨ s j) ∧ ui ∧ ui = (ui−1 ∨ s j) ∧ ui = ci j

より ci j ≤ ui であり

ci j ∧ ui−1 = (ui−1 ∨ (s j ∧ ui)) ∧ ui−1 = ui−1

より ui−1 ≤ ci jである。つまり ui−1 ≤ ci j ≤ uiである。iを固定すると s j−1 < s jより ci( j−1) ≤ ci jである。よって

a = c00 ≤ · · · ≤ c0m ≤ c10 ≤ · · · ≤ c(n−1)m ≤ cn0 · · · ≤ cnm = b

である。同様に d ji ≡ (ui ∧ s j) ∨ s j−1 と定義すると、

a = d00 ≤ · · · ≤ d0n ≤ d10 ≤ · · · ≤ d(m−1)n ≤ dm0 · · · ≤ dmn = b
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定理 4.8より区間 [ci( j−1), ci j]と [d j(i−1), d ji]は射影的である。この結果、射影的であることがまだ分かってい

ない区間は、[c(i−1)m, ci0]の形で表される区間、[c0( j−1), c0 j]の形で表される区間、[d( j−1)n, d j0]の形で表され

る区間、[d0(i−1), d0i]の形で表される区間となる。

[c0( j−1), c0 j]の形で表される区間、[d0(i−1), d0i]の形で表される区間は実は [a, a]である。[c(i−1)m, ci0]の形で

表される区間は [ui−1, ui−1]であり、[d( j−1)n, d j0]の形で表される区間は [s j−1, s j−1]である。これらはすべて転

置的であり、したがって射影的でもある。{ci j}の区間と {d ji}の区間は並び替えるとすべて射影的にするこ
とができる。また、区間の数はいずれも (n + 1)(m + 1)個で等しい。

{ci j}の列と {d ji}の列から区間が [x, x]の形になっているものを取り除く操作を繰り返すと、それぞれがも

との組成列となる。このとき、片方の列で [x, x]の形になっているものに対しては、対応する射影的なもう

片方の列における区間も、同型でなければならないため、[x, x]の形になっており、取り除かれる区間の数

は等しい。もとの区間の数が (n + 1)(m + 1)で等しく、そこから除かれる区間の数も等しいため、組成列の

要素数は等しい（n = m）。 証明終
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5 群

5.1 群

定義 5.1 （群）半群 (X, ◦)について、単位元が存在し、すべての元が逆元を持つとき、代数系 (X, ◦)は群で
あるという。また、さらに内算法 ◦が可換であるとき、可換群またはアーベル群という。◀

整数は加法に関して可換群である。有理数はやはり加法に関して可換群であるが、0に逆元がないため乗

法に関しては群ではない。

群では、逆元が常に存在するため、すべての元が正則元であることがいえる。

5.1.1 準同型・同型関係

群の準同型写像による像もまた群となる。

定理 5.1 Gを群とし、f をGを定義域とする準同型写像とするとき、像 f (G)は単位元 f (e)、
逆元 f (x−1)をもって群となる。

(proof)

証明略。 証明終

これより直ちに、このことがいえる。

定理 5.2 群G,G′が同型写像 f : G → G′を以て同型であるとき、それぞれの単位元を e, e′

とすると

f (e) = e′, f −1(e′) = e, f (x−1) = f (x)−1, f −1(x−1) = f −1(x)−1

である。

5.1.2 半群の可逆化との関係

すでに述べたとおり、可換な内算法を持つ半群は、可逆化の手続きにより、単位元とその一部の元に対し

て逆元をもつものに拡張できる。また、系 3.9は次のように言い換えられる。

定理 5.3 すべての元が正則元である可換な内算法を持つ半群は、可逆化すると可換群となる。

5.2 部分群・剰余群

定義 5.2 （部分群）(G, ◦)を群とし、G ⊃ H, (H, ◦)が群となる 3 とき、(H, ◦)を (G, ◦)の部分群という。◀

定義 5.3 （正規部分群）(G, ◦)を群、Hをその部分群とする。∀x ∈ Gに対して {x◦h : h ∈ H} = {h◦ x : h ∈ H}
が成立するとき、Hを正規部分群という。◀

明らかに、可換群の部分群はすべて正規部分群である。

定理 5.4 (G, ◦)を群、H ⊂ Gとするとき、Hが群になるための必要十分条件は任意の x, y ∈ H

に対して x−1 ◦ y ∈ Hとなることである。
3内算法が H の中で閉じている、すなわち ∀a, b ∈ H に対して a ◦ b ∈ H であることを意味に含んでいる。
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(proof)

必要性は自明である。十分性については次のとおり。

x−1 ◦ x︸ ︷︷ ︸
e

∈ Hより単位元をもつ。

x−1 ◦ e = x−1 ∈ Hより逆元をもつ。

x−1 ∈ Hより (x−1)−1 ◦ y︸      ︷︷      ︸
x◦y

∈ Hなので、閉じている。 証明終

定理 5.5 (G, ◦)を群、HをGの部分群とするとき、Hが正規部分群になるための必要十分
条件は任意の x ∈ Gに対して {x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H} = Hとなることである。

(proof)

必要性は容易に示せる。十分性については次のとおり。

∀x ∈ G に対して {x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H} = H が成立するとき、∃h2 ∈ H によって任意の h ∈ H について

∀x ∈ G, x ◦ h = h2 ◦ xと表せる。つまり {x ◦ h : h ∈ H} ⊂ {h ◦ x : h ∈ H}が成立する。
ところで、∀x ∈ Gに対して {x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H} = H が成立するので ∀x, {x−1 ◦ h ◦ x : h ∈ H} = H も成立す

る。よって {x ◦ h : h ∈ H} ⊃ {h ◦ x : h ∈ H}も成立し、結局 {x ◦ h : h ∈ H} = {h ◦ x : h ∈ H}が成立する。 証明終

定理 5.6 (G, ◦)を群、HをGの部分群とし、x, y ∈ Gに対して x−1 ◦ y ∈ Hのとき、x ∼ yと
書くとすれば、∼は同値関係である。

(proof)

x−1 ◦ x = e ∈ Hより反射律が成立する。

x−1 ◦ y ∈ Hならば (x−1 ◦ y)−1 ∈ Hより対称律が成立する。

x−1 ◦ y, y−1 ◦ z ∈ Hならば x−1 ◦ y ◦ y−1 ◦ z = x−1 ◦ z ∈ Hより推移律が成立する。 証明終

定理 5.7 (G, ◦)を群、HをGの正規部分群とし、x, y ∈ Gに対して同値関係 ∼を x ∼ y ⇔
x−1 ◦ y ∈ Hによって定めるとき、x ∼ y⇔ y ◦ x−1 ∈ Hも成立する 4。

(proof)

x ◦ yとする。y = x ◦ (x−1 ◦ y) ∈ {x ◦ h : h ∈ H} = {h ◦ x : h ∈ H}なので h ∈ H によって y = h ◦ xと表せる。

よって y ◦ x−1 = h ∈ Hである。

逆に、y ◦ x−1 ∈ Hのとき、y = (y ◦ x−1) ◦ x ∈ {h ◦ x : h ∈ H} = {x ◦ h : h ∈ H}なので h ∈ Hによって y = x ◦ h

と表せる。よって x−1 ◦ y = h ∈ H ⇔ x ∼ yである。 証明終

定理 5.8 (G, ◦)を群、HをGの正規部分群とし、x, y ∈ Gに対して同値関係 ∼を x ∼ y ⇔
x−1 ◦ y ∈ Hによって定めるとき、同値関係∼と内算法 ◦は両立し、得られる商構造は群と
なる。（この商構造を剰余群という。）

(proof)

まず、両立することを示す。a, b ∈ G, a′ ∈ [a], b′ ∈ [b]とする。このとき a−1 ◦ a′ ∈ H, b′ ◦ b−1 ∈ H である。

よって

a−1 ◦ a′ ◦ b′ ◦ b−1 ∈ H

4正規部分群の場合は、同値関係 ∼ において x−1 ◦ y と y ◦ x−1 の順序を気にしなくてよいということである。
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であり

a′ ◦ b′ ◦ b−1 = a ◦ (a−1 ◦ a′ ◦ b′ ◦ b−1) ∈ {a ◦ h : h ∈ H} = {h ◦ a : h ∈ H}

が成立することから h ∈ Hによって a′ ◦ b′ ◦ b−1 = h ◦ aと表される。これより

(a′ ◦ b′) ◦ (a ◦ b)−1 = a′ ◦ b′ ◦ b−1 ◦ a−1 = h ∈ H

つまり a′ ◦ b′ ∼ a ◦ b ⇔ a′ ◦ b′ ∈ [a ◦ b]であり、内算法 ◦と同値関係 ∼は両立する。そこで、商構造を
[a ◦ b] = [a] ◦ [b]となるよう定義できる。このときの商集合を G/H とする。このとき、a ∈ G を同値類

[a] ∈ G/H に割り当てる写像は準同型写像 5 である。この写像は全射でもあるので、定理 5.1より G/H は

群である。 証明終

ここで、単位元が含まれる同値類 [e]について考えると

x ∈ [e]⇔ x ◦ e−1 ∈ H ⇔ x ∈ H

であるので H = [e]に他ならない。定理 5.1を踏まえると、正規部分群 Hは、それから作られる剰余群の単

位元そのものであるとわかる。

また、代表元が a ∈ Gである同値類 [a] ∈ G/Hについて考えると ∀x ∈ [a]⇔ x ◦ a−1 ∈ Hより

x = (x ◦ a−1) ◦ a ∈ {h ◦ a : h ∈ H} = {a ◦ h : h ∈ H}

なので [a] ⊂ {h ◦ a : h ∈ H} = {a ◦ h : h ∈ H}である。逆に ∀x ∈ {h ◦ a : h ∈ H} = {a ◦ h : h ∈ H}について、
h ∈ Hによって x = h ◦ aと表されるので

x ◦ a−1 = h ∈ H ⇔ x ∈ [a]

となる。よって [a] = {h ◦ a : h ∈ H} = {a ◦ h : h ∈ H}である。ここで、写像 fa : H → [a], fa(h) = a ◦ hを考え

ると、群が逆元を必ず持つことより逆写像が f −1
a (x) = a−1 ◦ xと定まるため、 fa は全単射である。つまり、

剰余群のそれぞれの元（同値類）はすべて正規部分群 Hと同じ大きさを持っている。

定理 5.9 （群の第一同型定理）G,G′を群、 f : G → G′を全射な準同型写像、H′をG′の正
規部分群とする。このとき、

H ≡ f −1(H′) ≡ {x ∈ G| f (x) ∈ H′}

がGの正規部分群となり、G/HとG′/H′が同型である。

(proof)

写像 g : G → G′/H′ を g(x) = [ f (x)]によって定めると、gもまた全射であり、x, y ∈ Gに対して

g(x) ◦ g(y) = [ f (x)] ◦ [ f (y)] = [ f (x) ◦ f (y)] = [ f (x ◦ y)] = g(x ◦ y)

であるため、準同型である。よって準同型定理 2.2より gによって生成される商集合 G/gは g(G) = G′/H′

と同型である。したがって定理 5.2よりG/gも群であり、G′/H′の単位元 H′に対応するG/gの元がG/gの

単位元である。つまりG/gの単位元は H ≡ f −1(H′) ≡ {x ∈ G| f (x) ∈ H′}である。

Hが正規部分群であることを示す。定理 5.5を用いる。∀x ∈ Gに対して

f
(
{x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H}

)
= { f (x) ◦ f (h) ◦ f (x−1) : h ∈ H}

= { f (x) ◦ h′ ◦ f (x)−1 : h′ ∈ H′} ∵ f (H) = H′

= H′

5この写像を標準的準同型写像という。
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であるため {x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H} ⊂ f −1(H′) = H が成立する。xは任意なので、特に {x−1 ◦ h ◦ x : h ∈ H} ⊂ H

も成立する。よって任意の h ∈ Hについて ∃h2 ∈ H, h = x ◦ h2 ◦ x−1となる。つまり H ⊂ {x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H}
であり

{x ◦ h ◦ x−1 : h ∈ H} = H

が成立する。よって Hは正規部分群である。

ここで、商集合G/gにおける同値関係について

g(x) = g(y)

⇔ [ f (x)] = [ f (y)]

⇔ f (x)−1 ◦ f (y) ∈ H′

⇔ f (x−1 ◦ y) ∈ H′

⇔ x−1 ◦ y ∈ H

であるため、gから生成される商集合 G/gは、正規部分群 H による剰余群 G/H に等しい。よって示され

た。 証明終

5.3 核

定義 5.4 （核） f : G → G′ を準同型写像とするとき、 f (x) = e′(単位元)となるような Gの元全部の集合を

f の核といい、ker f と書く。◀

ker f は、準同型写像 f を適用した結果が等しいものを同一視する（定義 2.4）商集合 G/ f の同値類のひ

とつである。また、ここでは群の内算法を ◦で表すとする。

定理 5.10 （群の準同型定理）G,G′が群で f : G → G′を準同型写像とするとき、ker f はG

の正規部分群であり、剰余群G/ ker f は像 f (G) ≡ { f (x)|x ∈ G}と同型になる。

(proof)

剰余群G/ ker f は、以下に定義される同値関係 ∼

a ∼ b ⇔ a−1 ◦ b ∈ ker f

⇔ f (a−1 ◦ b) = f (a)−1 ◦ f (b) = e′ ∵定理 5.1

⇔ f (a) = f (b)

による商集合であり、準同型写像 f によって生成される同値関係による商集合G/ f （定義 2.4）に等しく、

したがって、準同型定理 2.2より、像 f (G)とG/ ker f = G/ f は同型である。 証明終

5.4 直積

(G1, ◦), (G2, ◦)を群とする。直積G1 ×G2 に対して、内算法を (g1, g2) ◦ (g′1, g
′
2) ≡= (g1 ◦ g′1, g2 ◦ g′2)により

定義する。これは全域で定義された内算法となる。このとき、G1,G2 の単位元を e1, e2 とすると

(g1, g2) ◦ (e1, e2) = (e1, e2) ◦ (g1, g2) = (g1, g2)

より、(e1, e2)が単位元となる。また

(g1, g2) ◦ (g−1
1 , g

−1
2 ) = (g−1

1 , g
−1
2 ) ◦ (g1, g2) = (e1, e2)

より、任意の (g1, g2) ∈ G1 ×G2 に対して逆元 (g−1
1 , g

−1
2 )が存在する。よって、直積G1 ×G2 も群となる。こ

れは直積群などとも呼ばれる。
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定理 5.11 (G, ◦)を群、H1,H2をその部分群とするとき、次が成立する。

H1 ∩ H2 = {e}かつG = {h1 ◦ h2 : h1 ∈ H1, h2 ∈ H2} (11)

⇔任意の x ∈ Gが x = h1 ◦ h2 , h1 ∈ H1, h2 ∈ H2と一意に表現できる (12)

さらに H1,H2が正規部分群であれば

x = h1 ◦ h2 = h2 ◦ h1 , h1 ∈ H1, h2 ∈ H2

が成立し、Gは直積群 H1 × H2と同型である。

(proof)

(11)が成立するとき。任意の x ∈ Gは x = h1 ◦ h2 , h1 ∈ H1, h2 ∈ H2 と表せる。

x = h1 ◦ h2 = j1 ◦ j2 , j1 ∈ H1, j2 ∈ H2

と 2通りに表せたとする。このとき j−1
1 ◦ h1 = j2 ◦ h−1

2 ∈ H1 ∩ H2 より

j−1
1 ◦ h1 = j2 ◦ h−1

2 = e

である。したがって h1 = j1, h2 = j2 であり、一意に表現される。

(12)が成立するとき。G = {h1 ◦h2 : h1 ∈ H1, h2 ∈ H2}は自明である。∀x ∈ H1∩H2について x = x◦e = e◦ x

が成立しており、この表現は一意であるため x = eでなければならない。よって H1 ∩ H2 = {e}である。

H1,H2が正規部分群であるとき。a ≡ h1 ◦ h2 ◦ h−1
1 ◦ h−1

2 とすると h1 ◦ h2 ◦ h−1
1 , h2 ∈ H2より a ∈ H2である。

また、h1, h2 ◦ h−1
1 ◦ h−1

2 ∈ H1でもある。よって a ∈ H1 ∩H2つまり a = eである。したがって h1 ◦ h2 = h2 ◦ h1

が成立する。

ここで、写像 f : H1 × H2 → Gを f ((h1, h2)) = h1 ◦ H2 として定める。(12)より f は全単射である。さら

に x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ H1 × H2 について

f (x ◦ y) = f ((x1 ◦ y1, x2 ◦ y2))

= x1 ◦ y1 ◦ x2 ◦ y2

= x1 ◦ x2 ◦ y1 ◦ y2

= f (x) ◦ f (y)

なので、 f は同型写像である。 証明終

直積群は、群を単純に 2つ組み合わせたものに過ぎない。上の定理が成立するような群は、直積群と同

型であり、実は 2つの群が重複せずに重なっているだけである。

6 環体

6.1 定義

定義 6.1 （分配的）集合 X に算法 ◦1, ◦2 が定義されているものとする。このとき、X の任意の元 a, b, cに

対し
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(a ◦1 b) ◦2 c = (a ◦1 c) ◦2 (b ◦1 c)

a ◦2 (b ◦1 c) = (a ◦1 b) ◦2 (a ◦1 c)

が成り立つ時、分配的であるという。上の 2式を分配則という。◀

定義 6.2 （環）代数系 (X,+, ·)について

1. (X,+)が可換群である。

2. (X, ·)が半群である。

3. (X,+, ·)は分配的である。

が成立するとき、代数系 (X,+, ·)は環であるという。さらに、·が可換である場合は可換環であるという。◀

環においては、+を加法、·を乗法という。加法の単位元は 0、乗法の単位元は 1と表す。また、環の元 x

の加法についての逆元は −xと表すとする。可換群に、もうひとつの結合的な内算法（乗法）を導入し、可

換群の内算法との関係として分配則を仮定したものが環である。典型的な環としては整数がある。

以後、環の乗法については、記号を省略することも可能とする。

定義 6.3 （体）環 (X,+, ·)について (X − {0}, ·)が群であるとき、代数系 (X,+, ·)は斜体であるという。さら
に、·が可換である場合は体であるという。◀

典型的な体としては、有理数、実数、複素数がある。

6.2 環の基本的性質

6.2.1 逆元

環は加法については必ず逆元を持つ。よって環 (X,+, ·)、x, y ∈ X について x − y ≡ x + (−y)によって常に

減算を定義できる。x · yの逆元については、分配則と逆元の一意性より、次が成立する。

定理 6.1 環 (X,+, ·)とその元 x, y ∈ Xについて −(x · y) = (−x) · y = x · (−y)

6.2.2 加法単位元

加法の単位元 0は、分配則により乗法においても次の特別な性質がある。

定理 6.2 環 (X,+, ·)とその元 x ∈ Xについて x · 0 = 0 · x = 0

ただし、x · y = 0のとき x = 0もしくは y = 0は一般には成立しない。

定義 6.4 （零因子）可換環 (X,+, ·)において、x , 0, y , 0で x · y = 0となるとき x, yは零因子という。◀

可換環において零因子がなければ x · y = 0のとき x = 0もしくは y = 0となる。したがって、次が成立

する。

定理 6.3 零因子を持たない可換環においては、0以外は乗法についても正則元となる。

(proof)

a , 0とする。a · x = a · yのとき、a · (x + (−y)) = 0であり、a , 0なので x + (−y) = 0つまり x = yとなる。

証明終
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6.3 可逆化

零因子を持たない可換環 (X,+, ·)は、X × (X − {0})上の商集合において、乗法について可逆化をおこなう
ことができる。可換環を可逆化し、加法を適切に導入すれば体にすることができる。こうして可逆化された

体を、商体という。

例 6.5 整数は零因子を持たない可換環である。すでに見たように乗法についての可逆化は、分数を考える

ことに他ならない。これについて、加法を

n1

m1
+

n2

m2
=

n1m2 + n2m1

m1m2

と導入することで、商体として有理数体が得られる。

6.3.1 商体の加法

商体に導入すべき加法は一概には決められない。しかしながら、最低限満たしておく性質がある。まず、

明らかなように加法について可換群をなし、乗法との関係において分配的であることが求められる。

さらに、もとの環の拡張として捉えられるようにすべきである。商体 (M,+, ·)上でもとの可換環の元 x ∈ X

に対応するのは {x} ≡ {(x · x∗, x∗) : x∗ ∈ X − {0}} ∈ M である。{X} ≡ {{x} : x ∈ X} ⊂ M とする。もとの環の

拡張として捉えられるためには、({X},+, ·)が (X,+, ·)と同型となるべきである。可逆化において、({X}, ·)が
(X, ·)と同型であることは保証されているが、加法を加えたときに同型となるとは限らない。つまり、加法
について、x, y ∈ Xとして、次が成立すべきである。

{x} + {y} = {x + y} (13)

ここに述べた条件を満たす商体は、次の例に示すように、少なくともひとつは常に存在しており、以後、

商体についてはこれらの性質を満たしているものとする。

例 6.6 （分数体）可逆化の途中にあらわれる代数系 (X × (X − {0}), ·)に対して

(x, x∗) + (y, y∗) ≡ (x · y∗ + y · x∗, x∗ · y∗)

によって内算法を定義する 6。これは可換で結合的な内算法となる。ここで、商構造を作るための同値関係を∼
とする。( f , f ∗) ∼ (x, x∗), (g, g∗) ∼ (y, y∗)なる ( f , f ∗), (g, g∗) ∈ X×(X−{0})を考えると、f ·x∗ = x· f ∗, g·y∗ = y·g∗

である。このとき

(x · y∗ + y · x∗) · f ∗ · g∗ = x · y∗ · f ∗ · g∗ + y · x∗ · f ∗ · g∗

= x∗ · y∗ · f · g∗ + y∗ · x∗ · f ∗ · g
= ( f · g∗ + f ∗ · g) · x∗ · y∗

より

(x · y∗ + y · x∗, ·x∗ · y∗) ∼ ( f · g∗ + f ∗ · g, f ∗ · g∗)
⇔ (x, x∗) + (y, y∗) ∼ ( f , f ∗) + (g, g∗)

である。つまり X× (X−{0})上の内算法 +と同値関係 ∼が両立している。したがって、商構造 X× (X−{0})/ ∼
の内算法 +を

[(x, x∗)] + [(y, y∗)] = [(x, x∗) + (y, y∗)]

6整数を有理数にする場合の、分数の和と同様の定義である。
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となるように定義できる。こうして、商構造 X × (X − {0})/ ∼には 2つの内算法 +, ·が導入されたことにな
る。M ≡ X × (X − {0})/ ∼と表すことにする。可逆化の手続きにより、(M, ·)は半群であることは保証されて
いる。今回定義した内算法 +は全域で定義されており、やはり可換で結合的である。よって (M,+)が可換

な半群であることはわかった。

このとき、もとの環の元 x, y ∈ Xに対して、x∗, y∗ ∈ X − {0}とすると

(x · x∗, x∗) + (y · y∗, y∗) = (x · x∗ · y∗ + y · y∗ · x∗, x∗ · y∗)

= ((x + y) · (x∗ · y∗), x∗ · y∗)

となるので、このように定義された内算法 +については、上に述べた商体における望ましい性質

{x} + {y} = [(x · x∗, x∗)] + [(y · y∗, y∗)] = [(x · x∗, x∗) + (y · y∗, y∗)] = [((x + y) · (x∗ · y∗), x∗ · y∗)]
= {x + y}

が成立している。

もとの環の加法単位元 0に対応する Mの元 {0} = [(0, u)], u ∈ X − {0}を考えると、∀(x, x∗) ∈ X × (X − {0})
について

{0} + [(x, x∗)] = [(0, u)] + [(x, x∗)] = [(0, u) + (x, x∗)] = [(x · u, x∗ · u)] = [(x, x∗)]

が成立するので、{0}は Mの加法の単位元である。

任意の Mの元 [(x, x∗)]に対して [(−x, x∗)]を考えると

[(x, x∗)] + [(−x, x∗)] = [x · x∗ + x∗ · (−x), x∗ · x∗] = [(x + (−x)) · x∗, x∗ · x∗] = [0, x∗ · x∗] = {0}

が成立するので、すべての M の元に対して逆元が存在する。したがって、これまでの示したことにより

(M,+)は可換群であることがわかる。

分配則については、∀(x, x∗), (y, y∗), (z, z∗) ∈ X × (X − {0})について

([(x, x∗)] + [(y, y∗)]) · [(z, z∗)] = [(x · y∗ + y · x∗, x∗ · y∗)] · [(z, z∗)]

= [((x · y∗ + y · x∗) · z, x∗ · y∗ · z∗)]
= [((x · y∗ · z + y · x∗ · z, x∗ · y∗ · z∗)]
= [((x · y∗ · z · z∗ + y · x∗ · z · z∗, x∗ · y∗ · z∗ · z∗)]

= [(x · z, x∗ · z∗) + (y · z, y∗ · z∗)]
= [(x · z, x∗ · z∗)] + [(y · z, y∗ · z∗)]
= [(x, x∗) · (z, z∗)] + [(y, y∗) · (z, z∗)]
= [(x, x∗)] · [(z, z∗)] + [(y, y∗)] · [(z, z∗)]

であることより成立している。したがって、(M,+, ·)は可換環である。

さらに乗法について可逆化を行っており、乗法単位元は e ≡ {(u, u) : u ∈ X−{0}}である。∀[(x, x∗)] ∈ M−{{0}}
について x, x∗ ∈ X − {0}であることから

[(x, x∗)] · [(x∗, x)] = [(x, x∗) · (x∗, x)] = [(x · x∗, x · x∗)] = e

であり、(M − {{0}}, ·)は可換群である。したがって、(M,+, ·)は体である。このように構成された商体は、い
わゆる分数の計算規則を導入したものであり分数体とよぶものとする。
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6.3.2 商体の基本的な性質

上で述べたことをまとめると、商体の基本的な性質は、次のようにあらわされるだろう。

定理 6.4 商体は体であり、その部分集合がもとの（零因子を持たない）可換環と同型となっ
ている。

再度記号を整理する。もとの可換環を (X,+, ·)とし、商体を (M,+, ·)、もとの可換環と商体を対応させる写
像を x(∈ X) 7→ {x}とする。定理の内容より {X} ≡ {{x} : x ∈ X} ⊂ Mについて、同型写像 { }によって ({X},+, ·)
と可換環 (X,+, ·)は同型である。

商体の中でも、まず ({X},+, ·)が重要である。加法についてのみ考えた場合、({X},+)は可換群 (X,+)と同

型であることから、定理 5.2より ({X},+)は単位元 {0}と ∀{x} ∈ {X}に対して逆元 {−x}をもって群となる。
加法は可換であるため、({X},+)は (M,+)の正規部分群である。単位元は一意であるため、商体 (M,+, ·)の
加法単位元は {0}そのものである。

定理 6.5 商体の加法の単位元は {0}である。

可逆化により、({X},+)では、もとの可換環とことなり乗法の単位元 1と逆元を考えることができる。こ

れらは、もとの可換環をつかって次のように表現できる。

定理 6.6 x , 0 (∈ X)とすると 1 = {x} · {x}−1

(proof)

x , 0であるため {x} ∈ M − {{0}}であり、乗法の逆元 {x}−1 が存在して 1 = {x} · {x}−1 が成立する。 証明終

定理 6.7 x , 0 (∈ X)とすると −1 = {−x} · {x}−1

(proof)

1 + {−x} · {x}−1 = {x} · {x}−1 + {−x} · {x}−1

= ({x} + {−x}) · {x}−1

= {0} · {x}−1 = {0}

なので、−1 = {−x} · {x}−1 である。 証明終

6.3.3 演算子法

非負実数上で定義された複素連続関数の空間 C を考える。加法は、単純な関数の足し算とし、乗法とし

ては次の合成積を考える。

(a ∗ b)(t) ≡
∫ t

0
a(t − s)b(s)ds

合成積 ∗は全域で定義され、可換かつ結合的である。よって (C,+, ∗)は可換環であることが分かる。また、
この環は零因子を持たないことが知られている 7。したがって、(C,+, ∗)は可逆化することができる。可逆
化された商体 (M,+, ∗)をミクシンスキーの演算子という。

合成積に関する単位元 δ ≡ {(g, g) : g ∈ (C − {0})} ∈ M は、いわゆるディラックのデルタ関数に対応する

ものであり、もとの C には属さないものである。 f ∈ C に対して { f } ≡ {( f ∗ g, g) : g ∈ (C − {0})} ∈ M が
7Titchmarsh の定理
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商体上でもとの f に対応する。C 上では、(1 ∗ f )(t) =
∫ t

0
f (s)dsである。l ≡ {1} ∈ M を積分演算子という。

l2 = {1} ∗ {1} = {1 ∗ 1} = {t}, l3 =
{

t2

2!

}
, · · · , ln =

{
t(n−1)

(n−1)!

}
である。また、複素数 cに対して c ≡ {c} ∗ l−1 ∈ Mと定

義する。このとき

c ∗ { f } = {c} ∗ l−1 ∗ { f } = l−1 ∗ {c} ∗ { f } = l−1 ∗ {1} ∗ {(c f )} = l−1 ∗ {1} ∗ {(c f )} = {(c f )}

であり、M上で定数を表現する。加法の逆元は (−c)であることが容易に分かる。

乗法（合成積）の逆元に関連して、
a
b
= a ∗ b−1 と表記することにする。このとき

a
b
∗ c

d
= a ∗ b−1 ∗ c ∗ d−1 = a ∗ c ∗ (b ∗ d)−1 =

a ∗ c
b ∗ d

であり、また

a
b
+

c
d
= a ∗ b−1 + c ∗ d−1

= a ∗ d ∗ (b ∗ d)−1 + c ∗ b ∗ (b ∗ d)−1

= (a ∗ d + c ∗ b) ∗ (b ∗ d)−1

=
a ∗ d + c ∗ b

b ∗ d

であるので、通常の分数のように取り扱うことが可能である。

積分演算子の逆元 s ≡ l−1 は微分演算子といわれる。
∫ t

0
1 · f ′(s)ds = f (s) − f (0)なので、M上では

l ∗ { f ′} = { f } + {− f (0)}
{ f ′} = s ∗ { f } + (− f (0))

であり、s ∗ { f } = { f ′} + f (0)となる。

例 6.7 f を指数関数 f (t) = Aeαt とすれば f ′(t) = α f (t), f (0) = Aである。M上に表現すれば

{ f ′} = {α f }

s ∗ { f } = α ∗ { f } + A

(s − α) ∗ { f } = A

{ f } = A
s − α

である。

例 6.8 f を正弦関数 f (t) = sinαtとすれば f ′′(t) = −α2 f (t), f ′(0) = α, f (0) = 0である。M上に表現すれば

{ f ′′} = −α2{ f }
s ∗ { f ′} = −α2{ f } + α
s2 ∗ { f } = −α2{ f } + α + s ∗ 0

(s2 + α2) ∗ { f } = α

{ f } = α

s2 + α2

である。
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例 6.9 f を余弦関数 f (t) = cosαtとすれば f (t) = (sin t)′

α
である。M上に表現すれば

{ f } = s ∗ {sin t} ∗ 1
α

=
s

s2 + α2

である。

ミクシンスキーの演算子は、微分方程式を解くのに用いることができる。この微分方程式の解法を演算子

法などという。

例 6.10 f ′′(t) − 3 f ′(t) + 2 f (t) = 0を解く。M上に表現すると

{ f ′′} − 3 ∗ { f ′} + 2 ∗ { f } = {0}

s ∗ { f ′} − 3 ∗ { f ′} + 2 ∗ { f } = {0} + f ′(0)

(s − 3) ∗ { f ′} + 2 ∗ { f } = f ′(0)

s ∗ (s − 3) ∗ { f } + 2 ∗ { f } = f ′(0) + (s − 3) ∗ f (0)

(s2 − 3 ∗ s + 2) ∗ { f } = ( f ′(0) − 3 f (0)) + s ∗ f (0)

{ f } = ( f ′(0) − 3 f (0)) + s ∗ f (0)
(s − 2) ∗ (s − 1)

=
f ′(0) − f (0)

s − 2
+

2 f (0) − f ′(0)
s − 1

= {( f ′(0) − f (0))e2t} + {(2 f (0) − f ′(0))et}
= {( f ′(0) − f (0))e2t + (2 f (0) − f ′(0))et}

となるので

f (t) = ( f ′(0) − f (0))e2t + (2 f (0) − f ′(0))et

である。

演算子法で微分方程式を解くことについては、次のようにまとめられる。

1. 関数空間に、積分を内包する内算法（合成積）を定義する。

2. 合成積について、関数空間が合成積について可逆化可能である。

3. 合成積について可逆化した商体を考える。

4. 積分演算子の逆元が商体上の微分演算子となる。

5. 微分方程式を関数空間から商体へ同型写像を使ってうつす。

6. もとめるべき関数、微分演算子、定数が商体の元であり、逆元の存在が 0を除き保証される。

7. 代数的な変形により、商体上でのもとめるべき関数の表現を得る。

8. 商体から関数空間への変換表（同型写像）をつかって関数空間での表現を得る。

ラプラス変換による微分方程式の解法と部分的に同じであるが、純粋に代数的に構成しているため、収束

を考えなくてよい点でラプラス変換とは異なる。応用上の代数の有用性を感じることのできる例である。
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6.4 イデアル

定義 6.11 （部分環）(R,+, ·)を環とする。I ⊂ Rについて (I,+, ·)が環となるとき、I は部分環という。◀

(I,+)と (I, ·)が可換な半群であり、分配則が成り立つのは明らかである。(I,+)が部分群であることが求

められるため、任意の x, y ∈ I について x − y ∈ I となるという性質を持つ必要がある。さらに、x · y ∈ I が

成立すれば、乗法について閉じており、Iは部分環となる。部分環は加法について正規部分群であることに

も留意する。

定理 6.8 (R,+, ·)を環とする。I(⊂ R)が部分環であることと、∀x, y ∈ I ⇒ x − y, x · y ∈ Iが成
立することは同値である。

定義 6.12 （イデアル）(R,+, ·)を環とし、I を部分環とする。x ∈ R, a ∈ I ⇒ x · a, a · x ∈ I が成り立つとき、

I をイデアルという。◀

定理 6.9 (R,+, ·)を環とし、Iをイデアルとする。同値関係 x ∼ y ⇔ x − y ∈ Iは加法および
乗法と両立する。

(proof)

x ∼ f , y ∼ gとする。x − f , y − g ∈ I である。I は加法について正規部分群であるため、(x − f ) + (y − g) =

(x + y) − ( f + g) ∈ Iつまり x + y ∼ f + gであり、同値関係 ∼は加法と両立する。また、Iがイデアルである

ことより (x − f ) · y, f · (y − g) ∈ Iである。よって (x − f ) · y + f · (y − g) = x · y − f · g ∈ Iつまり x · y ∼ f · gで
あり、同値関係 ∼は乗法と両立する。 証明終

定義 6.13 （剰余環）(R,+, ·)を環とし、I をイデアルとする。I は正規部分群でもあり、剰余群 (R/I,+)を

考えることができる。さらに、同じ同値関係は乗法とも両立しているため、乗法も含んだ商構造 (R/I,+, ·)
を考えることができる。剰余群 (R/I,+)は可換群であり、(R/I, ·)は半群である。また、もとの加法・乗法が
分配的であることから、そこから得られた商構造においても分配則が成り立つ。したがって、(R/I,+, ·)は
環となる。これを剰余環という。◀

定義 6.14 （核）(R,+, ·), (R′,+, ·)を環とし、 f : R→ R′を準同型写像とする。環においては、加法の群とし

ての核を環の核という。すなわち、ker f = {x ∈ R : f (x) = 0}である。◀

定理 6.10 (R,+, ·), (R′,+, ·)を環とし、 f : R → R′を準同型写像とする。核 ker f はイデアル
である。

(proof)

核は加法についてまず正規部分群である。さらに x, y ∈ ker f について f (x ·y) = f (x) · f (y) = 0より x ·y ∈ ker f

である。よって核は部分環である。また、a ∈ Rについて f (x · a) = f (x) · f (a) = 0, f (a · x) = f (a) · f (x) = 0

より I はイデアルである。 証明終

定理 6.11 （環の準同型定理）(R,+, ·), (R′,+, ·)を環とし、 f : R → R′を準同型写像とする。
剰余環 R/ ker f は像 f (R)と同型になる。

(proof)

剰余環 R/ ker f は、以下に定義される同値関係 ∼

a ∼ b ⇔ a − b ∈ ker f

⇔ f (a − b) = f (a) − f (b) = 0

⇔ f (a) = f (b)
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による商集合であり、準同型写像 f によって生成される同値関係による商集合 R/ f （定義 2.4）に等しく、

したがって、準同型定理 2.2より、像 f (R)と R/ ker f = R/ f は同型である。 証明終

定義 6.15 （極大イデアル）(R,+, ·)を環とし、I をそのイデアルとする。Rのイデアル Jについて

I ⊂ J ⊂ R, I , J ⇒ J = R

が成立するとき、Rを極大イデアルという。◀

定理 6.12 (R,+, ·)を乗法単位元を持つ可換環とし、Iをその極大イデアルとする。このとき
剰余環 R/Iは体である。

(proof)

剰余環R/Iを構成するための同値関係はRの加法・乗法と両立しており、[1] ∈ R/Iが剰余環における乗法単位

元である。ここで剰余環の加法単位元 [0] = Iでない元の代表元a , Iをとる。このとき J ≡ {r·a+h : r ∈ R, h ∈ I}
と定義すると、x, y ∈ J について x − y ∈ J, x · y ∈ J が成立しており J は定理 6.9よりイデアルである。定義

より I , Jが成立しており、a ∈ Jについて a , Iが成立しており J , Iである。よって Iが極大イデアルな

ので J = Rである。よって 1 ∈ J であり 1 = r′ · a + h′ を満たす r′ ∈ R, h′ ∈ I が存在する。このとき剰余環

R/I において

[r′] · [a] = [r′ · a] = [1 − h′] = [1]

であるため [a] , [0]について逆元 [r′]が存在しており、R/I − {[0]}が乗法について可換群であるので、R/I

は体である。 証明終

6.4.1 生成されるイデアル

(R,+, ·)を乗法単位元をもつ可換環とする。a1, · · · , an ∈ Rに対して (a1, · · · , an) ≡ {a1 ·x1 · · · am ·xn : x1, ·, xn ∈
R}を考える。これが部分環であることは、定理 6.8よりわかる。さらにこれはイデアルでもある。

定義 6.16 （生成されるイデアル）(R,+, ·) を乗法単位元をもつ可換環とする。a1, · · · , an ∈ R に対して

(a1, · · · , an) ≡ {a1 · x1 · · · am · xn : x1, ·, xn ∈ R} を a1, · · · , an ∈ R で生成されるイデアルという。特に、ひ

とつの元 aにより生成されるイデアル (a)を単項イデアルという。(R,+, ·)のすべてのイデアルが単項イデ
アルとして表されるとき、(R,+, ·)は単項イデアル環という。◀

生成されるイデアルは、典型的なイデアルのイメージを与えるものである。

6.5 整域

定義 6.17 （整域）乗法の単位元 1を持ち、零因子を持たない可換環を整域という。単項イデアル環が整域

であるとき、単項イデアル整域という。◀

整域は、乗法についても 0以外の元が正則元となり、乗法について可逆化した商体を構成可能である。整

域の乗法単位元は商体の乗法単位元に対応している（系 3.8）。整数は、典型的な整域である。

定義 6.18 （ユークリッド整域）整域 (R,+, ·)について、x ∈ R, x , 0に対して非負整数 g(x)が定義されて

いて

a, b ∈ R, a , 0, b , 0⇒ g(a) ≤ g(ab) (14)

a, b ∈ R, b , 0⇒ ∃q, r ∈ R, a = qb + r, r = 0または g(r) < g(b) (15)

を満たすとき、(R,+, ·), gはユークリッド整域という。◀
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例えば、整数は g(x) = |a|によってユークリッド整域となる。式 (15)は、整数の割り算の余りについての

性質に対応している。

定理 6.13 ユークリッド整域の {0}でないイデアル Iは、m ∈ {x ∈ I − {0} : ∀y ∈ I − {0}, g(x) ≤
g(y)}によって I = (m)と表される単項イデアルである。

(proof)

(R,+, ·), gをユークリッド整域とする。イデアルが {0}だけであれば、明らかに単項イデアル整域である。
Iを I , {0}なる (R,+, ·)の任意のイデアルとする。b ∈ {x ∈ I − {0} : ∀y ∈ I − {0}, g(x) ≤ g(y)}とする。ユーク
リッド整域の性質により、任意の a ∈ I について、a = qb + rを満たす q, r ∈ Rが存在して、r = 0もしくは

g(r) < g(b)である。しかし、イデアルの性質により r = a − qb ∈ I であるため、g(b) ≤ g(r)とならなければ

ならない。よって r = 0であり a = qbとなる。 証明終

系 6.14 ユークリッド整域は単項イデアル整域である。

6.6 倍元・約元

定義 6.19 （倍元・約元）整域 (R,+, ·)、a, b ∈ Rについて、b = acなる cが存在するとき、a|bと表し、aを

bの約元、bを aの倍元という。a|bかつ b|aのとき、aと bは同伴であるという。◀

a|bは b ∈ (a), (a) ⊃ (b)と同値である。また、同伴であることは、b = acなる乗法可逆元 cが存在するこ

と、(a) = (b)と同値である。

倍元・約元の関係 |を二項関係と考えたとき、次のとおり推移律が成り立っている。

定理 6.15 a|b, b|cならば a|c

反射律を満たすことは明らかであるため、|は擬順序である。このとき、同伴は同値関係となり、強連結
成分分解（商集合）8を考え、|からその上に半順序を定義することができる。この半順序も |で表すことと
しよう。このとき、a|bならば強連結成分について [a]|[b]である。[a]|[b]かつ [a] , [b]のときは [a] < [b]と

表すものとする。

例 6.20 整数の場合、同伴となるのは nに対しては −nだけである。強連結成分分解は非負整数を考えるこ

とに相当し、半順序は約数・倍数の関係に対応する。

補題 6.16 整域 (R,+, ·)について、同伴による強連結成分分解を考える。このとき、同伴と
乗法は両立している。

(proof)

a, b ∈ Rとし、x ∈ [a], y ∈ [b]とする。このとき乗法可逆元 u1, u2 によって x = au1, y = bu2 と表される。

よって xy = (ab)(u1u2)であり xy ∈ [ab]である。 証明終

そのため、強連結成分分解に対して乗法を [a][b] = [ab]となるよう定義できる。|も強連結成分分解上で
約元・倍元の関係に対応するものとなる。

補題 6.17 整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴によるRの強連結成分分解とする。α, β ∈ Γ(R)

について α|β⇔ ∃γ ∈ Γ(R), β = αγである。

8ここで用いている倍元・約元に関する強連結成分分解の記号は、一般的なものでないことに留意する。
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(proof)

α|βのとき、a ∈ α, b ∈ βとする。[a]|[b]となるので a|bである。よって∃c ∈ R, b = acであり、β = [b] = [ac] =

[a][c] = α[c]と表される。逆に、∃γ ∈ Γ(R), β = αγのとき、a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γとする。[b] = [a][c] = [ac]よ

り ac|bが成立する。a|acなので a|bであり従って [a]|[b]つまり α|βである。 証明終

系 6.18 整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とする。任意の β ∈
Γ(R)について [1]|βが成立する。

系 6.19 整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とする。任意の α ∈
Γ(R)について α|[0]が成立する。

強連結成分分解に対しては、|が半順序であり、[1]は任意の元と半順序を定義できて、強連結成分分解

の最小元である。また、[0]は任意の元と半順序を定義できて、強連結成分分解の最大元である。最大限や

最小元は一意であることから、∀α , [1]に対して [1] < αであり、∀β , [0]に対して β < [0]である。なお、

[1]は乗法可逆元の全体である。

補題 6.20 整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とする。[1] ∈ Γ(R)

は Rの乗法可逆元の全体である。

(proof)

乗法可逆元 uは 1 = uu−1 より u|1であり 1|uは常に成立するため、1と同伴である。つまり、乗法可逆元

はすべて [1]に属している。逆に u ∈ [1]について u|1, 1|uである。よって 1 = usとなる sが存在するが、こ

のとき sは逆元であり、uは乗法可逆元である。 証明終

このため、整域が体であると、強連結成分分解は {[0], [1]}の 2要素しかもたないことになり、倍元・約元

に関する議論がほとんど意味の無いものになる。数に関しては、一般的に整数に対する約数・倍数しか考え

ないのは、こういったことも背景にある。

補題 6.21 整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴によるRの強連結成分分解とする。α(, [0]), β ∈
Γ(R)に対して β = αγを満たす γ ∈ Γ(R)は一意である。

(proof)

β = αγ = αγ′と二通りに表されたとする。a, a′ ∈ α, c ∈ γ, c′ ∈ γ′とする。u, s ∈ [1]によって a = a′u, ac = a′c′s

である。よって a(c − c′us) = 0である。α , [0]より a , 0なので c = c′(us)より cと c′は同伴である。つま

り γ = γ′ である。 証明終

補題 6.22 m ∈ Rとし、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とすると、次が成立する。

(m) =
∪
γ∈Γ(R)

[m]γ

(proof)

任意の x ∈ (m)について、x = mc, c ∈ Rであるため、強連結成分に対応させると [x] = [mc] = [m][c]であ

り x ∈ [x] = [m][c] ⊂
∪
γ∈Γ(R)

[m]γである。よって (m) ⊂
∪
γ∈Γ(R)

[m]γである。逆に任意の x ∈
∪
γ∈Γ(R)

[m]γについて、

ある γ′が存在して x ∈ [m]γ′である。c ∈ γ′をとると、x ∈ [m][c] = [mc]より mc|xであり m|mcなので、m|x
つまり x ∈ (m)である。よって (m) ⊃

∪
γ∈Γ(R)

[m]γであり、示される。 証明終

単項イデアル (m)に対して、強連結成分分解上では ([m]) ≡ {[m]γ : γ ∈ Γ(R)}が対応しており、(m) =
∪
γ∈([m])

γ

である。([m])の最小元は [m]となっている。
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補題 6.23 整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とする。α, β, γ ∈
Γ(R), β , [0]について β = αγのとき γ , [1]ならば α < βである。

(proof)

α|βは成立しているので、γ , [1] ⇒ α , βを示せばよい。そのためには、α = β ⇒ γ = [1]を示せばよい。

そこで、α = βの場合を考える。a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γについて acと bが同伴なので、乗法可逆元 u ∈ [1]が

存在して ac = buと表せる。また、aと bも同伴なので、s ∈ [1]が存在して a = bsと表せる。このとき、

bu = ac = bscより bc = b(us−1)である。定理 6.3より b , 0ならば c = us−1 ∈ [1]である。よってこのとき

γ = [1]である。 証明終

定義 6.21 （既約元）整域 (R,+, ·) について、Γ(R) を同伴による R の強連結成分分解とする。このとき、

α, β, γ ∈ Γ(R)について α = βγならば β = [1]または γ = [1]が成り立つとき、α , [1]を既約強連結成分とよ

ぶことにする。また、既約強連結成分の元を既約元という。◀

任意の β ∈ Γ(R)に対して β = αγの形に分解することは、少なくとも α = 1, γ = βによって可能である。

この形にしか分解できないのが既約強連結成分であり、逆に既約強連結成分以外の強連結成分（[1]でない）

は α , [1], β , [1]を満たす強連結成分に分解できる。

6.6.1 単項イデアル整域における約元・倍元

定義 6.22 単項イデアル整域においては、任意のイデアル I が単項イデアル (m)として表すことができる。

このとき、イデアル I に対して同伴による強連結成分分解上の最小元 [m]を iminI とする。◀

定義 6.23 （最大公約元）単項イデアル整域 (R,+, ·)において、a1, · · · , an ∈ Rに対して imin(a1, · · · , an)を最

大公約強連結成分と呼ぶものとする。また、最大公約強連結成分の元を最大公約元といい gcd(a1, · · · , an)で

表す。◀

定理 6.24 gcd(a1, · · · , an)|a1, · · · , gcd(a1, · · · , an)|an

(proof)

任意の y ∈ (a1, · · · , an)について gcd(a1, · · · , an)|yである。a1, · · · , an ∈ (a1, · · · , an)なので、示される。 証明終

定理 6.25 gcd(a1, · · · , an) = a1x1 + · · · + anxn となる x1, · · · , xnが存在する。

(proof)

定義より gcd(a1, · · · , an) ∈ (a1, · · · , an)であり、(a1, · · · , an)の定義より示される。 証明終

定理 6.26 gcd(a, b) ∈ [1]のとき gcd(b, ac)と gcd(b, c)は同伴である。

(proof)

まず、(b, ac) ⊂ (b, c)より gcd(b, c)|gcd(b, ac)である。直前の定理より ax′+by′ = u, u ∈ [1]なる x′, y′が存在す

る。このとき x0 = x′u−1, y0 = y′u−1によって ax0+by0 = 1となる。また、直前の定理より gcd(b, c) = bx1+cy1

なる x1, y1 が存在する。このとき

gcd(b, c) = (bx1 + cy1) = (bx1 + cy1)(ax0 + by0) = ac(y1x0) + b(x1(ax0 + by0) + y1by0) ∈ (ac, b)

より gcd(b, ac)|gcd(b, c)である。よって示された。 証明終
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定理 6.27 単項イデアル整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とす
る。α1, · · · , αn ∈ Γ(R)と、任意の ak, bk ∈ αkについて gcd(a1, · · · , an)と gcd(b1, · · · , bn)は
同伴である。

(proof)

gcd(a1, · · · , an) = a1x1+ · · ·+anxnとなる x1, · · · , xnが存在する。また ak, bk ∈ αkより ak = bkuk, uk ∈ [1]と表

せる。このとき gcd(a1, · · · , an) = b1(u1x1)+ · · ·+ bn(unxn) ∈ (b1, · · · , bn)なので gcd(b1, · · · , bn)|gcd(a1, · · · , an)

である。同様に gcd(a1, · · · , an)|gcd(b1, · · · , bn)を示すことができる。 証明終

定義 6.24 上の定理により、強連結成分 α1, · · · , αn ∈ Γ(R)に対して、その元による最大公約強連結成分は等

しい。そこで、これについても最大公約強連結成分を定義できるので、imin(α1, · · · , αn)と表すものとする。

◀

これについての基本的な性質として次のようなものがある。

補題 6.28 imin(α1, · · · , αn)|α1, · · · , imin(α1, · · · , αn)|αn

補題 6.29 imin(αβ, α) = α

(proof)

まず imin(αβ, α)|αである。また、a ∈ α, b ∈ βについて、(ab, a)の任意の元は abx+ ay = a(bx+ y)と表せる

ので a|gcd(ab, a)つまり α|imin(αβ, α)であり、強連結成分分解上の |は反対称則を満たすので α = imin(αβ, α)

である。 証明終

補題 6.30 imin(αβ, αγ) = α imin(β, γ)

(proof)

a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γ について、(ab, ac)の任意の元は abx + acy = a(bx + cy) = a gcd(b, c) zと表せる。つ

まり (ab, ac) = (agcd(b, c))であり、これがなすイデアルの強連結成分分解上の最小元は一致する。よって

imin(αβ, αγ) = [agcd(b, c)] = α imin(β, γ)である。 証明終

次の性質も、単項イデアル整域の重要な性質である。

補題 6.31 単項イデアル整域の任意の強連結成分について、有限の既約強連結成分の積で表
せる。

(proof)

単項イデアル整域 (R,+, ·) について、Γ(R) を同伴による R の強連結成分分解とし、α0 ∈ Γ(R) が有限の

既約強連結成分の積で表せないと仮定する。このとき α0 が既約強連結成分であると仮定に反するため、

α1 , [1], β1 , [1] によって α0 = α1β1 と表せる。補題 6.23 より α0 > α1, α0 > β1 である。少なくとも片

方は有限の既約強連結成分の積では表せないため、一般性を失わず α1 が有限の既約強連結成分の積では

表せないとする。α1 に対して同様の処理を行うことで α1 > α2 なる α2 が得られ、繰り返していくと点列

α0 > α1 > α2 · · · が得られる。このときそれぞれの元 ak ∈ αk をとり I ≡
∞∪

k=0

(ak)とする。∀x, y ∈ I について

∃l,m, x ∈ (al) ⊂ (amin(l,m)), y ∈ (am) ⊂ (amin(l,m))となる。よって x − y ∈ Iである。また ∀x ∈ I,∀y ∈ Rについて

明らかに xy ∈ I である。よって I はイデアルである。単項イデアル整域の性質により、I = (m),m ∈ Rと表

せる。m ∈ I でもあるので ∃K,m ∈ (aK) =
∪
γ∈Γ

[ak]γである。よって ∃γ′, [m] = [aK]γ′ つまり αK |[m]である。

このとき αK+1 < [m]である。しかし、I = (m) ⊂ (aK+1)より m|aK+1つまり [m]|αK+1であり、矛盾する。よっ
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て、有限の既約強連結成分の積で表せる。 証明終

単項イデアル整域においては、有限の既約強連結成分の積に分解できることがわかった。その分解の仕方

にどのような構造があるかに興味がある。

6.6.2 同伴による強連結成分分解の束構造

単項イデアル整域 (R,+, ·)について、Γ(R)を同伴による Rの強連結成分分解とし、強連結成分 α, β, γ ∈ Γ(R)

を考える。このとき、最大公約強連結成分をつかって、内算法 ∧を α ∧ β ≡ imin(α, β)と定義すると、全域

で定義された可換な内算法である。さらに、次のとおり結合的でもある。

補題 6.32 内算法 ∧は結合的である。

(proof)

a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γ とする。(a, b, c)の任意の元 ax1 + bx2 + cx3 について、強連結成分分解上の最小元は

imin(a, b, c)である。また、ax1 + bx2 は ax1 + bx2 = gcd(a, b)yの形で表せる。よって (a, b, c)の任意の元は

gcd(a, b)y+cx3と表せる。この強連結成分分解上の最小元は imin(gcd(a, b), c)である。最小元は一意であるた

め imin(gcd(a, b), c) = imin(a, b, c)であり、gcd(a, b) ∈ α∧βなので (α∧β)∧γ = imin(gcd(a, b), c) = imin(a, b, c)

である。同様にして α ∧ (β ∧ γ) = imin(a, b, c)なので (α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ)である。 証明終

α′, β′ ∈ Γ(R)として、α = (α ∧ β)α′, β = (α ∧ β)β′ と表したとき、補題 6.21より α′, β′は一意に定まる。こ

れをつかって、α ∨ β ≡ (α ∧ β)α′β′と定義すると、∨は全域で定義された結合的で可換な内算法となる。さ
らに、次のとおり吸収則を満たしている。

補題 6.33 (α ∨ β) ∧ α = α, (α ∧ β) ∨ α = α

(proof)

(α∨β) = (α∧β)αβ′ = αβ′なので補題 6.29より (α∨β)∧α = (αβ′)∧α = αである。また、α∧β = (α∧β)[1], α =

(α ∧ β)α′ であるので (α ∧ β) ∨ α = (α ∧ β)[1]α′ = (α ∧ β)α′ = αである。 証明終

したがって、代数系 (Γ(R),∧,∨)は束である。さらに Γ(R)上には乗法と半順序 |が定義されている。この
とき、半順序 |は、次のとおり束から定義する半順序と同じものである。

補題 6.34 α|β⇔ β = α ∨ β

(proof)

α|βのとき α ∧ β = αであり、α ∨ β = (α)[1]β′ = βとなる。逆に、β = α ∨ βのとき。α ∨ β = βαなので
β = βαである。b ∈ β, c ∈ α′ とする。このとき bu = bc, u ∈ [1]が成立している。変形して b(u − c) = 0であ

る。b = 0ならば明らかに α|βが成立している。b , 0ならば整域の性質より c = uである。よって α′ = [1]

であり α = α ∧ βが成立して α|βである。 証明終

補題 6.35 α, β, α′, β′ ∈ Γ(R)として、α = (α ∧ β)α′, β = (α ∧ β)β′と表したとき、α′ ∧ β′ = [1]

である。

(proof)

a ∈ α, b ∈ β, a′ ∈ α′, b′ ∈ β′ とする。a = gcd(a, b) a′, b = gcd(a, b) b′ である。任意の c ∈ α′ ∧ β′ について
a′ = cx, b′ = cyと表せる。このとき a = gcd(a, b) cx, b = gcd(a, b) cyとなるため (a, b) ⊂ (gcd(a, b) c)であり

gcd(a, b) c|gcd(a, b)となる。よって、最小公倍強連結成分の最小性より gcd(a, b) c ∈ imin(a, b)である。これ

を満たすには c ∈ [1]が必要十分条件である。つまり α′ ∧ β′ = [1]である。 証明終
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補題 6.36 α, β, γ ∈ Γ(R)について、α ∧ β = [1]ならば β ∧ (αγ) = β ∧ γである。

(proof)

a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γ とする。α ∧ β = [1]なので gcd(a, b) ∈ [1]である。よって定理 6.26より gcd(b, c)と

gcd(b, ac)が同伴である。つまり、(b, c) = (b, ac)であり imin(b, c) = imin(b, ac)が成立している。このとき、

ac ∈ αγなので
β ∧ γ = imin(β, γ) = imin(b, c) = imin(b, ac) = imin(β, αγ) = β ∧ (αγ)

である。 証明終

ほかにも束の性質に加えて、つぎのような性質がある。

(αβ) ∧ (αγ) = α(β ∧ γ)
(αβ) ∨ (αγ) = α(β ∨ γ)

(α ∧ β)(α ∨ β) = αβ

補題 6.37 代数系 (Γ(R),∧,∨)はモジュラ束である。

(proof)

束であることは分かっている。α|γとする。このとき、α = (α ∧ β)α′, β = (α ∧ β)β′, γ = (α ∧ β)α′γ′ と表す
ことができ、α′ ∧ β′ = [1]が成立している。これらにより

(α ∨ β) ∧ γ = (αβ′) ∧ (αγ′)

= α(β′ ∧ γ′)

であり

α ∨ (β ∧ γ) = α ∨ (α ∧ β)(β′ ∧ α′γ′)
= α ∨ (α ∧ β)(β′ ∧ γ′) ∵補題 6.36

= α(β′ ∧ γ′) ∵ α′ ∧ β′ ∧ γ′|β′ ∧ γ′ = [1]よりα′ ∧ β′ ∧ γ′ = [1]

である。よって (α ∨ β) ∧ γ = α ∨ (β ∧ γ)であり、モジュラ束である。 証明終

これによって、モジュラ束の性質が使用できることとなった。

単項イデアル整域の任意の強連結成分 α , 0に対して、補題 6.31より有限の既約強連結成分の積で表せ

る。この表現の一つを

α = β1 · · · βn

とする。このとき、γk ≡ β1 · · · βk, γ0 ≡ [1]とすると

[1] = γ0 < γ1 < · · · < γn = α

は組成列となる。今考えている強連結成分分解はモジュラ束であるため、ジョルダン・ヘルダーの定理 4.9

より、任意の組成列の長さは等しく、組成列の区間を並び替えると対応する区間が射影的になるようにでき

る。

ここで、[r, rp]の形で表される区間と射影的な区間について考える。まず [r, rp]と [A, B]が転置的だっ

たとする。ひとつのパターンは r = A ∧ rp, B = A ∨ rp となる場合である。このとき、A = rA′, rp = rp

と表されて B = A ∨ rp = rA′p = Ap となる。つまり [A, B] = [A, Ap] である。もうひとつのパターンは

35



A = r ∧ B, rp = r ∨ Bとなる場合である。このとき、r = Ar′, B = AB′ と表されて rp = Ar′B′ = rB′ である。

よって p = B′ であり [A, B] = [A, Ap]となる。つまり、[r, rp]と転置的な区間は [A, Ap]という形をしてお

り、繰り返しても同じなので、[r, rp]と射影的な区間は [A, Ap]という形をしている。

これを既約強連結成分の積への分解における組成列に当てはめると、組成列に現れる区間 [γk−1, γk] =

[γk−1, γk−1βk]と射影的な区間は [A, Aβk]という形をしており、既約強連結成分の 1回の積に対応している。

したがって、ジョルダン・ヘルダーの定理の結果は、既約強連結積分の積の形による表現のひとつが

α = β1 · · · βn

ならば、ほかに

α = β′1 · · · β′m

という形で表現できたときその組成列を γ′k ≡ β′1 · · · β′k, γ′0 ≡ [1]によって

[1] = γ′0 < γ
′
1 < · · · < γ′m = α

と構成しておくと、n = mとなっており、組成列の区間 [γ′0, γ
′
0β
′
1], · · · , [γ′n−1, γ

′
n−1β

′
n]を並び替えたもの

[γ′σ(1)−1, γ
′
σ(1)−1β

′
σ(1)], · · · , [γ′σ(n)−1, γ

′
σ(n)−1β

′
σ(n)]

について、[γ′σ(k)−1, γ
′
σ(k)−1β

′
σ(k)]と [γk−1, γk−1βk]が射影的になっている。これはつまり β′σ(k) = βk を意味して

おり、既約強連結積分への分解は積の順序を無視すると一意である。

定理 6.38 単項イデアル整域において、同伴による強連結成分分解を考えたとき、任意の強
連結成分は既約強連結成分分解の有限の積に表され、その表現は、積の順序を別として、
一意である。

6.6.3 素元分解

定義 6.25 （素元）整域 (R,+, ·)において、非可逆元 p , 0が

p|ab⇒ p|aもしくは p|b

を満たすとき、pは素元であるという。◀

定理 6.39 素元は既約元である。

(proof)

整域 (R,+, ·)において、pを素元とする。同伴による強連結成分を Γ(R)とする。非可逆元なので [p] , [1]

である。ここで、α, β ∈ Γ(R)によって [p] = αβと表されるとする。少なくとも α = [p], β = [1]によって常

にこの形に表すことはできる。a ∈ α, b ∈ βとすると p|ab, ab|pが成立している。このとき、素元の定義より
p|aもしくは p|bが成立している。一般性を失わず p|aとする。a|ab, ab|pより a|pでもあることから p|a, a|p
つまり [p] = αである。このとき p = pub, u ∈ [1]の形で表される。p , 0なので 1 = ub, b = u−1 ∈ [1]であ

り β = [1]である。よって示された。 証明終

定理 6.40 単項イデアル整域において、既約元は素元である。

(proof)

単項イデアル整域 (R,+, ·)において、pを既約元とする。同伴による強連結成分を Γ(R)とする。まず既約
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元は明らかに 0ではない。ここで p|abとする。[a], [b]を定理 6.38によって一意に既約強連結成分に分解し

たものを

[a] = α1 · · ·αn, [b] = β1 · · · βm

とすると、やはり同じ定理により [ab] = [a][b]を分解したものは

[ab] = α1 · · ·αnβ1 · · · βm

である。p|abなので [ab] = [p]γ, γ ∈ Γ(R)と表せる。既約強連結成分への分解は一意であるため、α1, · · · , αn, β1, · · · , βm

のいずれかは [p]と一致しなければならない。よってこのとき [p]|[a]または [p]|[b]が成立している。つま

り p|aまたは p|bである。 証明終

定義 6.26 （一意分解整域）整域の 0でない元が、積の順序と可逆元の積を別とすれば、有限個の素元の積

に一意に表されるとき、整域は一意分解整域という。このときの素元による分解を素元分解という。◀

単項イデアル整域においては、素元と既約元は同じものであることから、定理 6.38は次のように言い換

えられる。

定理 6.41 単項イデアル整域は一意分解整域である。

一意分解整域は、整域であるため、やはり同伴による強連結成分分解を考えることができる。素元は既約

強連結成分の代表元であり、一意分解整域では、その [0]でない任意の強連結成分が、有限個の既約強連結

成分の積に積の順序を別として一意に表される。このとき、異なる既約強連結成分に添字をつけて β1 · · · βn

とすると [0]でない強連結成分は、非負整数 m1, · · · ,mn をつかって

βm1
1 · · · β

mn
n

という形に一意に表せることになる。

定理 6.42 単項イデアル整域 (R,+, ·)の素元 pについて、イデアル (p)は極大イデアルである。

(proof)

(p) ⊂ Jなるイデアル Jを考える。単項イデアル整域なので J = (m)と表される。p ∈ (m)なので、m|pが満
たされる。ところで、pは一意に素元分解されるので p = mu, u ∈ [1]と表される。このとき m = pu−1 ∈ (p)

なので (m) ⊂ (p)つまり J = (m) = (p)である。 証明終

定理 6.12より即座に次が得られる。

系 6.43 単項イデアル整域 (R,+, ·)の素元 pについて、剰余環 (R/(p),+, ·)は体である。

定義 6.27 （一意分解整域の最大公約元・最小公倍元）一意分解整域 (R,+, ·)において、同伴による強連結
成分を Γ(R)とする。0でない a1, · · · , aM ∈ Rに対して、異なる既約強連結成分 β1, · · · , βM によって

[a1] = βm1(1)
1 · · · βmM (1)

n

...

[an] = βm1(n)
1 · · · βmM (n)

n

と表したとき

βmin(m1(1),··· ,m1(n))
1 · · · βmin(mM(1),··· ,mM (n))

n
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を a1, · · · , an の最大公約強連結成分とよぶこととする。ただし、β0
k = [1]とする。最大公約強連結成分の元

を最大公約元といい、gcd(a1, · · · , an)で表す。また

βmax(m1(1),··· ,m1(n))
1 · · · βmax(mM (1),··· ,mM(n))

n

をa1, · · · , anの最小公倍連結成分とよぶこととする。最小公倍連結成分の元を最小公倍元といい、lcm(a1, · · · , an)

で表す。◀

この最大公約元が、単項イデアル整域においては、すでに定義した最大公約元と同じであることを確

認しておく。これを示すには imin(a1, · · · , an) = βmin(m1(1),··· ,mM (n))
1 · · · βmin(mM (n),··· ,mM (n))

n を示せばよい。γ ≡
βmin(m1(1),··· ,mM (n))

1 · · · βmin(mM (n),··· ,mM (n))
n とおく。明らかに γ|[a1], · · · , γ|[an]なので、c ∈ γによって

a1 = cd1, · · · , an = cdn

と表せる。よってイデアル (a1, · · · , an)の任意の元は cの倍元として表される。これにより [c]|imin(a1, · · · , an)

であるが、imin(a1, · · · , an)はイデアル (a1, · · · , an)の最小元であるため

βmin(m1(1),··· ,mM (n))
1 · · · βmin(mM (n),··· ,mM (n))

n = γ = [c] = imin(a1, · · · , an)

が成立しなければならない。

基本的な性質としては次のようなものが挙げられる。

定理 6.44

gcd(a1, · · · , an)|a1, · · · , gcd(a1, · · · , an)|an

定理 6.45

gcd(ha1, · · · , han) = h gcd(a1, · · · , an)

定理 6.46

a1|lcm(a1, · · · , an), · · · , an|lcm(a1, · · · , an)

定理 6.47

ab = gcd(a, b)lcm(a, b)

また、定義より、gcd(a, b) ∈ [1]のときは、aと bには共通する素元がない。これより次の定義を置く。

定義 6.28 （互いに素）一意分解整域 (R,+, ·)の 0でない元 a1, · · · , an ∈ Rが、どの二つをとっても gcd(ai, a j) ∈
[1], i , jとなるとき、a1, · · · , an は互いに素であるという。◀

互いに素な元はどれをとっても共通する素元がない。よって、例えば次のような性質が成り立つ。

定理 6.48 a, bが互いに素であるとき gcd(b, ac)と gcd(b, c)は同伴である。

6.7 体

体は、その定義から明らかに乗法単位元をもつ可換環である。また、次も成り立っている。

定理 6.49 体は零因子を持たない。つまり体は整域である。
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(proof)

体 (K,+, ·)の任意の元 x , 0, y , 0を考える。体の定義より x, yは乗法逆元 x−1, y−1 を有する。このとき

xy = 0だったとすると

1 = (xy)x−1y−1 = 0

が成立する。このとき x = x1 = x0 = 0となって矛盾する。よって xy , 0でなければならない。 証明終

整域である体において、同伴による強連結成分分解を考えると、すでに述べたとおり、0以外の元はすべ

て可逆であるため、強連結成分が [0]と [1]しかないことになる。そのため、強連結成分分解を考える意味

はほとんど無いが、次が自明に成立している。

定理 6.50 体は一意分解整域である。

7 形式的べき級数環・多項式環

7.1 定義

定義 7.1 （形式的べき級数環）(R,+, ·)を乗法単位元 1を持つ可換環とする。R上の点列の集合 R[[x]]を考

える。点列 {ai}, {bi}に対して（ただし、iは非負整数とする。）、加法を

{ai} + {bi} ≡ {ai + bi}

によって定義し、乗法を

{ai} · {bi} ≡

∑j+k=i

a j · bk


によって定義する。

このとき、環の性質より加法は全域で定義された結合的で可換な内算法である。さらに、∀i, oi = 0なる

点列 {oi}が、任意の R上の点列 {ai}に対して {ai} + {oi} = {ai + 0} = {ai}となるため、{oi}が加法単位元とな
る。これを再び 0で表す。さらに、任意の R上の点列 {ai}に対して {−ai}が逆元となる。よって、(R[[x]],+)

は可換群である。

乗法については、全域で定義されており

({ai} · {bi}) · {ci} =

∑j+k=i

a j · bk

 · {ci}

=

∑l+m=i

∑
j+k=m

a j · bk · cl


=

 ∑
k+l+m=i

a j · bk · cl


= {ai} · ({bi} · {ci})

より、結合的である。よって、(R[[x]], ·)は半群である。さらに
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({ai} + {bi}) · {ci} = {ai + bi} · {ci}

=

∑j+k=i

(a j + b j) · ck


=

∑j+k=i

a j · ck + b j · ck


=

∑j+k=i

a j · ck

 +
∑j+k=i

b j · ck


= {ai} · {ci} + {bi} · {ci}

であり、逆から乗法を適用しても同様に成り立つため、分配則が成り立つ。乗法が可換であることも容易に

分かる。よって (R[[x]],+, ·)は可換環となる。これを形式的べき級数環という。形式的べき級数環 (R[[x]],+, ·)
の元は、{ai}を Rの点列として

∑
i

aix
i のように表される。乗法 ·は省略可能とする。各 aixi は項と呼ばれ

る。ai = 0なる項は省略可能とする。また、x0 は省略する。上記の加法と乗法の定義は、普通のべき級数

の和と積に対応している。◀

形式的べき級数環は、収束（位相）の議論なしに定義することができる。ただし、環の上では無限和が定

義されていないため、xへの代入操作は直接的に定義することはできない。それでも、純粋に代数的に形式

的べき級数は議論することができる。

ここで、e0 = 1, ei = 0(i ≥ 1)なる点列 {ei}を考えれば
∑

i

eix
i

 ∑
i

aix
i

 =∑
i

∑
j+k=i

e j · ak

 xi =
∑

i

aix
i よ

り、
∑

i

eix
i は R[[x]]における乗法単位元である。これは、表記の省略ルールに従い 1と表される。

定義 7.2 （多項式環）(R,+, ·)を可換環とする。R[x] ≡
∑

i

aix
i : ai ∈ R,∃M, k ≥ M, ak = 0

 ⊂ R[[x]]を考え

ると、定理 6.8の条件を満たすため、(R[[x]],+, ·)の部分環であるとわかる。これを多項式環といい、多項
式環の元を多項式という。多項式 f (x) ∈ R[x]は、 f (x) , 0であるとき、その定義より ak , 0を満たす最大

の整数が存在する。これを次数といい、deg f (x)と表す。◀

次数が 0の多項式の集合は、明らかに部分環をなしており、可換環 (R,+, ·)と同型である。加法単位元 0

と乗法単位元 1はここに属しており、多項式環はもとの可換環を部分環として持っているといえる。これは

定数と呼ばれる。そこで、形式的べき級数環・多項式環の議論では、もとの可換環は次数が 0の多項式と

して扱うものとする。これにより、可換環 Rとその形式的べき級数環 R[[x]]・多項式環 R[x]との加法・乗

法が定義できる。

7.2 形式的べき級数環

定理 7.1 整域の形式的べき級数環は整域である。

(proof)

すでに乗法単位元を持つ可換環の形式的べき級数環が、可換環であり乗法単位元を持つことは示している。

もとの可換環が零因子を持たない場合に形式的べき級数環も零因子を持たないことを示せればよい。ここで∑
i

aix
i

 ∑
i

bix
i

 = 0
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とする。このとき i = 0, 1, 2, · · · に対して
i∑

j=0

a jbi− j = 0が成立している。特に i = 0に対して a0b0 = 0であ

る。零因子を持たないため、a0 = 0または b0 = 0は成立している。

まず a0 = 0, b0 , 0の場合を考える。このとき i = 1, 2, · · · に対して
i∑

j=1

a jbi− j = 0が成立している。特に

i = 1に対して a1b0 = 0なので a1 = 0である。このとき i = 2, · · · に対して
i∑

j=2

a jbi− j = 0が成立している。

特に i = 2に対して a2b0 = 0なので a2 = 0である。以下、同様に繰り返すことにより
∑

i

aix
i = 0であるこ

とがわかる。a0 , 0, b0 = 0の場合は、上と同様にして
∑

i

bix
i = 0であることがわかる。

a0 = 0, b0 = 0の場合を考えると、i = 1, 2, · · · に対して
i−1∑
j=1

a jbi− j = 0が成立している。これは

∑
i

ai+1xi

 ∑
i

bi+1xi

 =
0を意味しており、同じ議論を繰り返すことができる。もし、任意の非負整数 iに対して ai = bi = 0ならば、∑

i

aix
i =
∑

i

bix
i = 0である。ai , 0もしくは bi , 0となる元が存在すれば、上の議論に帰結して

∑
i

aix
i = 0

もしくは
∑

i

bix
i = 0である。よって、もとの可換環が零因子を持たないとき、形式的べき級数環は零因子

を持たない。 証明終

系 7.2 整域の多項式環は整域である。

定理 7.3 形式的べき級数
∑

i

aix
iが可逆である必要十分条件は a0が可逆であることである。

(proof)∑
i

aix
i が可逆であるとする。逆元を

∑
i

bix
i とすると

∑
i

aix
i

 ∑
i

bix
i

 = 1

なので a0b0 = 1が成立している。このとき、b0 は a0 の逆元であることから、a0 は可逆である。

逆に、a0 が可逆であるとする。このとき、形式的べき級数
∑

i

bix
i を

b0 = a−1
0

bi = −a−1
0

i∑
k=1

akbi−k i = 2, 3, · · ·

と漸化式によって順に定めていくと

∑
i

aix
i

 ∑
i

bix
i

 = 1であり、確かに可逆である。 証明終

形式的べき級数環の中では、逆元は見つけやすい。ただし、この性質は多項式環においては必ずしも成立

していない。多項式の逆元が一般には多項式であるとは限らないためである。

定義 7.3 （形式的微分）形式的べき級数 f (x) =
∑

i

aix
i に対して f ′(x) =

∑
i

(i + 1)ai+1xi を形式的微分とい

う。ただし、(i + 1) =
i+1∑
k=1

1とする。◀
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形式的微分については、 f (x) =
∑

i

aix
i, g(x) =

∑
i

bix
i に対して

( f (x) + g(x))′ =

∑
i

(ai + bi)xi

′
=
∑

i

(i + 1)(ai+1 + bi+1)xi

=
∑

i

(i + 1)ai+1xi +
∑

i

(i + 1)bi+1xi

= f ′(x) + g′(x)

( f (x)g(x))′ =

∑
i

 ∑
j′+k=i

a j′bk

 xi

′

=
∑

i

(i + 1)
∑

j′+k=i+1

a j′bk

 xi

=
∑

i

(k + j + 1)
∑
j+k=i

a j+1bk

 xi

=
∑

i

k ∑
j+k=i

a j+1bk

 xi +
∑

i

( j + 1)
∑
j+k=i

a j+1bk

 xi

=
∑

i

(k + 1)
∑
j+k=i

a jbk+1

 xi +
∑

i

( j + 1)
∑
j+k=i

a j+1bk

 xi

= f (x)g′(x) + f ′(x)g(x)

が成り立っている。

7.3 多項式の基本的性質

多項式は形式的べき級数環の元であるため、形式的べき級数環の性質は基本的には利用できる。さらに多

項式については、多項式のみで成立する性質がある。

7.3.1 多項式への代入

多項式に対しては代数的に代入操作が定義できる。

定義 7.4 （代入）(R,+, ·)を可換環とする。多項式 f (x) =
∑

i aixi ∈ R[x]と α ∈ Rについて、変数 xを αに置

き換えたもの
∑

i

aiα
i は Rの元である。これを f (α)で表す。写像 f (x) 7→ f (α)を適用することを代入する

という。◀

代入は、実はもう少し拡張することができる。

定義 7.5 （環の代入）(R,+, ·)を乗法単位元を持つ可換環、(X,+, ·)を乗法単位元 E をもつ環とする。X に

対しては算法 ∗ : R × X → X が定義されており、Rの加法単位元 0と T ∈ X について 0 ∗ T = 0が成立す

るとする。以下、算法 ·, ∗は省略して表記できることとする。このとき、多項式 f (x) =
∑

i

aix
i ∈ R[x]と

T ∈ Xについて、T 0 = Eと決めておくと、項 aiT i = ai ∗ T i ∈ Xであり、 f (x)の変数 xを T に置き換えたも

の
∑

i

aiT
i は、算法 ∗の性質により X における有限和であることから X の元である。これを f (T )で表す。

写像 f (x) 7→ f (T )を適用することを代入するという。◀
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上の定義において、(X,+, ·)自身が環であることから、 f (T )には代数系 ( f (X),+, ·, ∗)としての加法と乗法
がすでに定義されている。多項式に基づいて議論するためには、代入操作が準同型写像であるべきである。

定理 7.4 (R,+, ·)を乗法単位元を持つ可換環、(X,+, ·)を乗法単位元 Eをもつ環とする。Xに
対しては算法 ∗ : R × X → Xが定義されており、次を満たすとする。

1. x, y ∈ Rと T, S ∈ Xについて (x ∗ T )(y ∗ S ) = (xy) ∗ (TS )が成立する。

2. x, y ∈ Rと T ∈ Xについて (x ∗ T ) + (y ∗ T ) = (x + y) ∗ T が成立する。

このとき、代入を行う写像は準同型写像である。

(proof)

f (x) ∈ R[x]に T ∈ Xを代入する写像を ϕで表す。
∑

i

aix
i,
∑

i

bix
i ∈ R[x]とする。

ϕ

∑
i

aix
i

 + ϕ ∑
i

bix
i

 = ∑
i

aiT
i

 + ∑
i

biT
i


=
∑

i

(
aiT

i + biT
i
)

=
∑

i

(ai + bi) T i

= ϕ

∑
i

(ai + bi) xi


であり、また

ϕ

∑
i

aix
i

 ϕ
∑

j

b jx
j

 =
∑

i

aiT
i


∑

j

b jT
j


=
∑

i

(
aiT

i
)∑

j

(
b jT

j
)

=
∑

i

∑
j

(
aiT

i
) (

b jT
j
)

∵分配則

=
∑

i

∑
j

(
aib jT

i+ j
)
=
∑

k

∑
i+ j=k

(
aib jT

k
)

=
∑

k

∑
i+ j=k

aib j

T k

= ϕ

∑
k

∑
i+ j=k

aib j

 xk


となることから、ϕは準同型写像である。 証明終

X = Rであれば、0 ∗ T = 0および上の定理を満たすことは明らかである。

X = R[x]を考えることもできる。このとき、算法 ∗ : R × R[x]→ R[x]は、Rを R[x]の次数が 0の多項式

とみなすことにより、乗法から定義すればよい。この場合も、0 ∗ T = 0および上の定理が満たされる。

7.3.2 次数

多項式においては、次数が定義でき、つぎのような性質を持っている。
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定理 7.5

deg( f (x) + g(x)) ≤ max(deg f (x), deg g(x))

定理 7.6

deg( f (x)g(x)) ≤ deg f (x) + deg g(x)

定義 7.6 多項式 f (x) =
deg f (x)∑

i=0

aix
i について、a0 を定数項といい、adeg f (x) を最高次の係数という。最高次の

係数が乗法単位元のとき、モニックな多項式であるという。◀

7.3.3 整除

まず、容易に次が分かる。

補題 7.7 deg f (x) ≥ deg g(x)で g(x)がモニックな多項式であるとき、 f (x)の最高次の係数を
aとすると

F(x) = f (x) − ax(deg f (x)−deg g(x))g(x), deg F(x) ≤ deg f (x) − 1

なる多項式 F(x)が存在する。

f (x)に上の補題を適用したものを f1(x)とし、以下 fk(x)に上の補題を適用したものを fk+1(x)とすると、

deg fn(x) < deg g(x)となるまで繰り返し適用が可能であり

fn(x) = fn−1(x) − b0g(x) = fn−2(x) − (b0 + b1x)g(x) = f (x) − q(x)g(x)

のような形で表せる。このような操作は整除と呼ばれている。q(x)は商、 fn(x)は剰余（余り）などといわ

れる。この場合、操作の方法により商と剰余は一意に定まる。

補題 7.8 多項式 f (x), g(x)について g(x)がモニックな多項式であるとき

f (x) = q(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x)もしくは r(x) = 0

となる多項式 q(x), r(x)が一意に存在する。

(proof)

deg f (x) ≥ deg g(x)の場合については、うえに記したとおりである。deg f (x) < deg g(x)の場合は、多項式の

範囲では何を乗じても f (x)にならないため、一意に q(x) = 0, r(x) = f (x)によって条件が満たされる。 証明終

ただちに、これは次のように拡張できる。

定理 7.9 多項式 f (x), g(x)について g(x)の最高次の係数が可逆であるとき

f (x) = q(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x)もしくは r(x) = 0

となる多項式 q(x), r(x)が一意に存在する。

これから、次が成立する。

定理 7.10 体の多項式はユークリッド整域である。
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(proof)

体は整域でもあるので、体の多項式環は整域である。また、定理 7.5および直前の定理より次数 degを持っ

てユークリッド整域の条件を満たしている。 証明終

したがって、体の多項式環は単項イデアル整域・一意分解整域でもある。

整除に関しては次のような基本的な性質が成り立つ。

定理 7.11 （剰余定理）(R,+, ·)を乗法単位元を持つ可換環とし、a ∈ Rとする。このとき、
Rの多項式 f (x)を x − aで整除した剰余は f (a)に等しい。

(proof)

f (x) = q(x)(x− a)+ r(x)と表されているが、r(x) = 0もしくは deg r(x) < deg(x− 1) = 0なので r(x)は定数で

ある。この定数を r′ とすると f (x) = q(x)(x − a) + r′ である。x = aを代入すると f (a) = r′ が成立する。つ

まり r(x) = f (a)である。 証明終

系 7.12 （因数定理）(R,+, ·)を乗法単位元を持つ可換環とし、a ∈ Rとする。このとき、R

の多項式 f (x)が x − aの倍元であるための必要十分条件は f (a) = 0である。

7.4 整域の多項式

零因子を持たないという条件を追加した整域の多項式を考える。すでに見たとおり整域の多項式環は整

域である。また、乗法における次数の不等式が等号で成り立つ。

定理 7.13

deg( f (x)g(x)) = deg f (x) + deg g(x)

系 7.14 整域の多項式環において、可逆元は可逆な定数項である。

整域の多項式では、いわゆる多項式の解について重要な性質が成り立つ。

定義 7.7 （解）整域 (R,+, ·)とその多項式 f (x)について、 f (a) = 0なる a ∈ Rを多項式の解という。また、

f (x) = (x − a)2g(x)と表されるとき、aは f (x)の重解であるという。◀

定理 7.15 整域の多項式の異なる解の個数はその多項式の次数以下である。

(proof)

(R,+, ·)を整域とし f (x)をその多項式、a1, · · · , amをその異なる解とする。因数定理より f (x)は (x− a1)の

倍元であるから f (x) = (x − a1)g1(x)と表せる。このとき f (a2) = (a2 − a1)g1(a2) = 0より g1(a2) = 0である。

よって g1(x) = (x − a2)g2(x)と表せる。これを繰り返すと

f (x) = (x − a1)(x − a2) · · · (x − am)gm(x)

と表せる。このとき、整域なので次数に関して

deg f (x) = m + deg gm(x) ≥ m

であり、確かに異なる解の個数 mは多項式の次数以下である。 証明終

定理 7.16 整域の多項式 f (x)が重解 aを持つ必要十分条件は f (a) = f ′(a) = 0である。
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(proof)

f (x)が重解 aを持つとする。このとき f (x) = (x − a)2g(x)と表される。このとき f (a) = 0は明らかに成り

立っている。 f ′(x) = (2x − 2a)g(x) + (x − a)2g′(x)であるため、 f ′(a) = 0も成立する。逆に、 f (a) = f ′(a) = 0

とする。因数定理より f (x) = (x− a)h(x)と表せる。このとき f ′(x) = h(x)+ (x− a)h′(x)なので f ′(a) = 0より

f ′(a) = h(a) = 0であり、因数定理より h(a) = (x − a)g(x)と表せる。よって f (x) = (x − a)2g(x)と表せ、重解

aを持っている。 証明終

7.4.1 一意分解整域の多項式

定義 7.8 （原始多項式）一意分解整域 (R,+, ·)の多項式
D∑

i=0

aix
iに対して、gcd(a0, · · · , aD)を容量という。容

量が [1]に属する多項式を原始多項式という。◀

一意分解整域の任意の多項式 f (x)について、容量 dと原始多項式 h(x)によって f (x) = dh(x)と表せる。

定理 7.17 一意分解整域 (R,+, ·)の原始多項式 f (x), g(x)について a f (x) = b g(x), a, b ∈ Rが
成り立つならば aと bは同伴である。

(proof)

f (x) =
D∑

i=0

Fix
i, g(x) =

D∑
i=0

Gix
i とすると

D∑
i=0

aFix
i =

D∑
i=0

bGix
i が成立している。このとき

a gcd(F1, · · · , FD) = gcd(aF1, · · · , aFD) = gcd(bG1, · · · , bGD)

= b gcd(G1, · · · ,GD)

であり、原始多項式であることより gcd(F1, · · · , FD), gcd(G1, · · · ,GD) ∈ [1]なので aと bは同伴である。 証明終

定理 7.18 一意分解整域の原始多項式の積は原始多項式である。

(proof)

原始多項式 f (x), g(x) の積 f (x)g(x) が原始多項式で無いとすると、ある素元 p が存在して f (x)g(x) のす

べての係数が pの倍元である。しかし、 f (x), g(x)は原始多項式なので、それぞれの係数のすべてが pの

倍元ということはない。このとき、 f (x), g(x) において係数が p の倍元でない最小の次数を r, s とする。

f (x) =
D∑

i=0

aix
i, g(x) =

D∑
i=0

bix
i と表されるならば f (x)g(x)の xr+s の項の係数は

a0br+s + a1br+s−1 + · · · + arbr + · · · + ar+sb0

であり、これも pの倍元である。arbr 以外はすべて pの倍元なので、arbr も pの倍元となり、矛盾する。

よって f (x)g(x)は原始多項式である。 証明終

一意分解整域 (R,+, ·)の多項式については、R可逆化した分数体（商体）K を考えることが有効である。

分数体 K の中で Rに相当する部分を再び R(⊂ K)で表すとする。

補題 7.19 一意分解整域 (R,+, ·)の分数体を Kとする。このとき任意の f (x) ∈ K[x]に対して
ある r ∈ Rによって r(x) ∈ R[x]と表せる。
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(proof)

f (x) = 0なら明らかである。 f (x) =
D∑

i=0

cix
i,D ≥ 0とする。ci ∈ K は ai ∈ R, bi ∈ R − {0}により ci =

ai

bi
と表

せる。ここで、r = lcm(b0, · · · , bD)とすると r = bidi, di ∈ Rの形で表すことができ

r f (x) =
D∑

i=0

(aidi)xi

となる。このとき ai, di ∈ Rなので aidi ∈ Rであり r f (x) ∈ R[x]である。 証明終

すでに見たとおり、体の多項式は一意分解整域である。そこで、 f (x) ∈ R[x]に対して K[x]の中では、積

の順序と K の定数倍を別として一意に分解することができる。このときの分解の表現において、それぞれ

の素元は Kの定数倍についてはどれをとってもよいため、上の補題を満たす R(⊂ K)の定数倍をしておくこ

とによって

f (x) = d g1(x) · · · gm(x), d ∈ R, gi(x) ∈ R[x], deg gi(x) ≥ 1

という形に、Rの定数倍と積の順序を別として一意に分解することができる。さらに、容量を dに集約する

ことにより、各 gi(x)を原始多項式に限定することもできる。このとき、上の補題より g1(x) · · · gm(x)の部分

は積の順序と可逆元の積を別として一意である。

また gi(x) は K[x] の素元であり、非可逆元 a(x), b(x) ∈ K[x] に対して「gi(x)|a(x), b(x) ⇒ p|a(x) もしく

は p|b(x)」が成り立っている。K[x]においては、定数項 (, 0)が可逆元のすべてである。よって次数が 1以上

の a(x), b(x) ∈ R[x] ⊂ K[x]に対しては「gi(x)|a(x), b(x)⇒ p|a(x)もしくは p|b(x)」が成立する。R[x]において

は、定数項にも非可逆元があるため、a(x)か b(x)の片方が非可逆な定数項の場合に gi(x)|a(x)b(x)が成立する

ことがある。一般性を失わず a ∈ Rが非可逆な定数項であるとする。このとき ab(x) = gi(x)c(x), c(x) ∈ R[x]

となっている。b(x), c(x)の容量を b′, c′とすると、B(x),C(x)を原始多項式として (ab′)B(x) = (c′)(gi(x)C(x))

と表せる。gi(x),C(x)が原始多項式なので gi(x)C(x)も原始多項式である。よって上の定理 7.17より ab′ と

c′ が同伴であり、c′ = ab′u, u ∈ [1]と表せる。このとき B(x) = ugi(x)C(x)であり b(x) = b′ugi(x)C(x)より

gi(x)|b(x)が成立している。以上より、gi(x) ∈ R[x]は素元である。まとめると、g1(x) · · · gm(x)の部分は積の

順序と可逆元の積を別として素元により一意に分解されている。

残りは d ∈ Rの部分である。Rは一意分解整域を考えているので、dも当然素元の積に積の順序と可逆元

の積を別として一意に分解できる。よって、 f (x) = d g1(x) · · · gm(x)がすべて積の順序と可逆元の積を別と

して素元により一意に分解されることになる。

定理 7.20 一意分解整域の多項式環は一意分解整域である。

8 多変数の多項式

8.1 多変数多項式環

定義 8.1 （多変数多項式環）多項式環 R[x]に対して、その多項式環 (R[x])[y]を考えることができる。これ

を R[x, y]と表す。同様に繰り返すことにより、多変数多項式環 R[x1, · · · , xn]を定義できる。◀

整域の多項式環は整域なので、整域の多変数多項式環も整域である。また、一意分解整域の多項式環は一

意分解整域なので、一意分解整域の多変数多項式環も一意分解整域である。しかし、体の多項式環はユーク

リッド整域であるが体ではないため、体の多変数多項式環は一意分解整域であるということまでしかいえ

ない。（単項イデアル整域であるとも限らない。）
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定義 8.2 （単項式）多変数多項式において、変数の積 xa1
1 · · · x

an
n を単項式という。単項式の変数の数 a1+· · ·+an

を次数という。多変数多項式の次数もやはり有限である。一般に、多変数多項式は、単項式にもとの環（係

数）を乗じたものの和の形をしている。次数が 0の項はやはり定数項と呼ばれる。◀

定理 8.1 （Dicksonの補題）整域の多項式において、約元・倍元の関係に基づく半順序を考
えるとき、単項式の集合 M , ∅の極小元は有限個である。

(proof)

まず 1変数の場合を考える。このとき、単項式のすべては 1, x, x2, x3, · · · と非負整数に対応しており、1変

数単項式から非負整数への写像 ϕ(xn) = nは順序同型写像である。よって ϕ(M)は非負整数の集合であり、最

小元がひとつ存在する。このとき、最小元に対応する単項式を考えると、M の最小元であり、唯一の極小

元である。

n変数までは定理が証明されているとする。多項式環 R[x1, · · · , xn, y]を考える。x1, · · · , xn の単項式の集

合 N ≡ {u : uyb ∈ M}をとると、仮定より Nの極小元は有限である。これを s1, · · · , skとする。Nの任意の元

uについて少なくとも u|uは成立しているため、s1|u, · · · , sk |uのいずれかは成立している。また、si に対し

て siyb ∈ Mを満たすある非負整数 bが存在する。このうちのひとつを biとし、B ≡ max(b1, · · · , bk)とする。

任意の Mの元は uym, u ∈ Nと表される。B ≤ mの場合は yb1 |ym, · · · , ybk |ymが成立しているため、uym ∈ Mは

s1yb1 , · · · , skybk のいずれかの倍元である。m < Bの場合を考える。Nm ≡ {u : uym ∈ M} ⊂ Nを考えると、仮定

より極小元が有限であるのでこれを v1(m), · · · , vK(m)(m)とする。このとき uym ∈ Mは v1(m)ym, · · · , vK(m)(m)ym

のいずれかの倍元である。以上より、任意の Mの元 uym, u ∈ N について、

s1yb1 , · · · , skybk

v1(0), · · · , vK(0)(0)

v1(1)y, · · · , vK(1)(0)y

...

v1(B − 1)yB−1, · · · , vK(B−1)(B − 1)yB−1

のいずれかの倍元である。Mの極小元はこの部分集合である必要があるため、Mの極小元は有限個である。

よって、数学的帰納法より定理が示される。 証明終

定理 8.2 （Hilbert基底定理）整域の多変数多項式環 R[x1, · · · , xn]のイデアル Iについて、
有限の単項式 u1, · · · , uN が存在して

I = (u1, · · · , uN)

である。

(proof)

イデアル I に含まれる単項式すべての集合を M とすると、Dicksonの補題より M の極小元は有限個であ

る。それらを {u1, · · · , uN}とすると、任意の x ∈ M について ∃uk, uk |xが成立する。つまり、x = uky, y ∈ M

と表せる。多変数多項式は、単項式に係数（環）を乗じたものの有限和の形をしており、任意の多変数多項

式は有限和 c1e1 + · · · + cmem, ci ∈ R, e j ∈ Mの形に表せることから、単項式に生成されるイデアルによって

I = (u1, · · · , uN)の形に表せる。 証明終

系 8.3 多変数多項式環 R[x1, · · · , xn]について、有限の単項式 u1, · · · , uN が存在して

R[x1, · · · , xn] = (u1, · · · , uN)
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である。

8.2 グレブナー基底

定義 8.3 （単項式順序）n変数の単項式の集合Mn に対して全順序 ≤が

u ∈ Mn, 1 ≤ u等号条件は u = 1

u ≤ v ∈ Mn ⇒ ∀w ∈ Mn, uw ≤ vw等号条件は u = v

を満たすとき、全順序 ≤を単項式順序という。

変数に適当な順序をつけてその順に x1, · · · , xn のように添字を割り当てておく。単項式を xa1
1 · · · x

an
n の形

に表したとき、まず次数 a1 の大小で順序を決め、次数 a1 が等しい場合は次数 a2 の大小で順序を決め、以

下次数 ak が等しい場合は次数 ak+1の大小で順序を決めるという規則で定める順序を辞書式順序という。辞

書式順序は単項式順序である。◀

明らかに次が成立する。

定理 8.4 単項式順序 ≤について、u|vならば u ≤ vである。

次は単項式順序について重要な性質である。

定理 8.5 単項式順序についての減少列

f0 > f1 > · · ·

は高々有限個である。

(proof)

M ≡ { f0, f1, · · · }とする。Dicksonの補題（定理 8.1）より Mは有限個の極小元 e0, · · · , esをもつ。Mの任意

の元 xは少なくとも自分自身によって x|xとなることから、ある極小元 ek が存在して ek |xが成立する。こ
のとき、上の定理より ek ≤ xである。したがって、e0, · · · , esの単項式順序による最小元 e′をとると任意の

x ∈ Mについて e′ ≤ xが成立する。したがって、 f0 > f1 > · · · が無限列であるとすると、e′ > yなる yが存

在することになり矛盾する。よって Mは高々有限個である。 証明終

定義 8.4 （主項）多項式のそれぞれの単項式のうち、単項式順序が最大の項を主項といい、多項式 f の主

項を in<( f )であらわす。主項の次元を多項式の次元といい、deg f で表す。◀

定義 8.5 （イニシャルイデアル）多項式環 R[x1, · · · , xn] のイデアル I , {0} において、その主項の集合

{in<( f ) : f ∈ I}の有限和がなすイデアル in<(I) ≡

∑j

g j(x) f j(x) : f j(x) ∈ {in<( f ) : f ∈ I}, g j(x) ∈ R[x1, · · · , xn]


をイニシャルイデアルという。◀

定理 8.6 in<( f g) = in<( f )in<(g)特に gが単項式なら in<( f g) = in<( f )g

定義 8.6 （グレブナー基底）体の多項式環 K[x1, · · · , xn]のイデアル I , {0}において、有限個の多項式の集
合 {g1, · · · , gs} ⊂ I が

in<(I) = (in<(g1), · · · , in<(gs))

を満たすとき、{g1, · · · , gs}はグレブナー基底という。◀
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定理 8.7 体の多項式環 K[x1, · · · , xn]において、{g1, · · · , gs}がイデアル I , {0}のグレブナー
基底である場合、I = (g1, · · · , gs)である。つまり、グレブナー基底からもとのイデアルが
生成される。

(proof)

∀ f ∈ I について。 f = 0 ならば f ∈ (g1, · · · , gs) は自明である。 f , 0 のときは、in<( f ) ∈ in<(I) =

(in<(g1), · · · , in<(gs))である。in<( f )は単項式であるので、単項式 wが存在して in<( f ) = w in<(gk)が成立

しなければならない。このとき in<( f ) = w in<(gk) = in<(w gk) である。 f , gk の主項の係数を c, dk とし、

f1 ≡ dk f − cgk とすると、 f1 = 0もしくは f > f1 が成立する。 f1 = 0のときは f = (d−1
k c)gk ∈ (g1, · · · , gs)で

ある。 f1 , 0のときは f > f1 となっている。 f1 について同様の処理を行うことができ、繰り返したものを

f2, f3, · · · とする。どこがで fk = 0となれば、 f1, · · · , fk の構成法より f ∈ (g1, · · · , gs)であることがわかる。

fk = 0となる fk が存在しない場合は

f > f1 > f2 > · · ·

という狭義減少する無限列が構成できる。しかし、定理 8.5よりこのような無限列は構成できない。よって、

かならず fk = 0となる fkが存在し、f ∈ (g1, · · · , gs)が成立する。よって I ⊂ (g1, · · · , gs)である。g1, · · · , gs ∈ I

なので I ⊃ (g1, · · · , gs)も成立しているので、I = (g1, · · · , gs)である。 証明終

定義 8.7 （標準表示）多変数多項式環を考える。多項式 f と多項式 g1, · · · , gs に対して

f = f1g1 + · · · + fsgs + r

r = 0 or rを構成する任意の単項式がイデアル (in<(g1), · · · , in<(gs))に属さない

を満たす f1, · · · , fs, rが存在する。これを f の g1, · · · , gs に関する標準表示という。また、このとき rを f

の g1, · · · , gs に関する余りという。◀

標準表示については、次のように考えることができる。まず r0 = f から始める。r0 を構成する単項式の

すべてがイデアル J ≡ (in<(g1), · · · , in<(gs))に属さなければ、r = r0 = f と f1 = · · · = fs = 0によって標準表

示が得られる。ここで、r0 を構成する単項式のうちイデアル J に属するものの集合を R0 とし、R0 におけ

る単項式順序についての最大元を u0 とする。このとき u0 は多項式 h0 によって u0 = h0in<(gσ(0))という形

に表せる。u0 の係数を c0 とすると、r1 ≡ r0 − c0h0gσ(0) は単項式 u0 を含まない。ここで、r1 を構成する単

項式のうちイデアル Jに属するものの集合を R1 とし、R1 における単項式順序についての最大元を u1 とす

る。h0gσ(0) に属する単項式 z , in<(gσ(0))は単項式順序を ≤とすると、z < h0in<(gσ(0)) = u0 を満たしており

R1 = (R0 − {u0}) ∪ {z , in<(gσ(0)) : zは h0gσ(0)に属する単項式 }

なので、R1 の最大元たる u1 については u1 < u0 を満たしている。同様の処理を繰り返していくと、単項式

の列 u0 > u1 > · · · を構成することができる。Dicksonの補題より、これには有限個の極小元が存在する。し

たがって、u0 > u1 > · · · が無限の列であるとすると、定理 8.5に矛盾するため、どこがで Rs が空集合とな

る。このとき、rs について rs = 0または rs を構成する任意の単項式がイデアル J に属していない。また、

f = r0 =
∑

j c jh jgσ( j) + rs であることから、標準表示が得られていることになる。一般的には余りは一意に

は定まらないことが知られている。しかし、グレブナー基底による余りは一意に定まる。

定理 8.8 体の多項式のグレブナー基底に関する余りは一意に定まる。

(proof)

多項式 f がイデアル I のグレブナー基底 g1, · · · , gs によって次のとおり 2通りの標準表示に表されたと

する。
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f = f1g1 + · · · + fsgs + r

= f ′1g1 + · · · + f ′s gs + r′

このとき、r − r′ ∈ (g1, · · · , gs) = I である。標準表示の定義より、r, r′ を構成する任意の単項式がイデアル

(in<(g1), · · · , in<(gs))に属さないので、r − r′の主項 in<(r − r′)もイデアル (in<(g1), · · · , in<(gs)) = in<(I)には

属さない。しかし r − r′ はイデアル I に属しているので、その主項 in<(r − r′)はイニシャルイデアル in<(I)

に属さなければならない。したがって、in<(r − r′) = 0つまり r − r′ = 0でなければ矛盾する。つまり余りは

一意である。 証明終

このことから、イデアルに属するかどうかはグレブナー基底による余りを求めればよい。

系 8.9 多項式がイデアル Iに属することと、多項式の Iのグレブナー基底による余りが 0

であることは同値である。

8.2.1 Buchbergerアルゴリズム

ここでは、多項式は体の多変数多項式を考える。Hilbert基底定理より、任意のイデアル I が有限の単項

式 u1, · · · , us によって、I = (u1, · · · , us)と表現できる。このとき u1, · · · , us をイデアルの生成系といい、生

成系が有限個であることを有限生成であるなどという。Buchbergerアルゴリズムは、イデアルの生成系か

らグレブナー基底を構成するアルゴリズムである。

定義 8.8 （S多項式）多項式 f , gの主項 in<( f ), in<(g)を、最小公約多項式 gcd(in<( f ), in<(g))によって in<( f ) =

F gcd(in<( f ), in<(g)), in<(g) = G gcd(in<( f ), in<(g))と互いに素な単項式 F,Gによって表しておくとき、 f , g

のおける in<( f ), in<(g)の係数を a, bとすると

S ( f , g) ≡ a−1G f − b−1Fg

を S多項式という。◀

S 多項式は、互いの主項を打ち消した多項式である。上において、lcm(in<( f ), in<(g)) = FG gcd(in<( f ), in<(g))

なので

F =
lcm(in<( f ), in<(g))

in<(g)
, G =

lcm(in<( f ), in<(g))
in<( f )

と表記することにすれば、次のようにも表せる 9。

S ( f , g) ≡ lcm(in<( f ), in<(g))
in<( f )

a−1 f − lcm(in<( f ), in<(g))
in<(g)

b−1g

主項が等しい場合は次のようになる。

S ( f , g) ≡ a−1 f − b−1g

補題 8.10 体 Kの多項式 f1, · · · , fsの主項がすべて単項式 wであり g =
s∑

i=1

bi fi が in<(g) < w

を満たすならば

g =
s∑

i, j

ci jS ( fi, f j), ci j ∈ K

という表現が可能である。

9商体（分数体）を考えていることに相当する。
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(proof)

fi の主項の係数を ci とすると、
s∑

i=1

bici = 0が必要である。また、 f1, · · · , fs の主項がすべて等しいので、

gi ≡ c−1
i fi とおくと

S ( fi, f j) = gi − g j

である。これより

g =
s∑

i=1

bi fi

=

s∑
i=1

bicigi

= (b1c1)(g1 − g2) + (b1c1 + b2c2)(g2 − g3) + · · · + (b1c1 + · · · + bs−1cs−1)(gs−1 − gs) + (b1c1 + · · · + bscs)gs

= (b1c1)S ( f1, f2) + (b1c1 + b2c2)S ( f2, f3) + · · · + (b1c1 + · · · + bs−1cs−1)S ( fs−1, fs)

となり、示される。 証明終

定理 8.11 （Buchberger判定法）体の多変数多項式環のイデアル Iについて I = (g1, · · · , gs)

であるとする。g1, · · · , gsがグレブナー基底であることと、任意の i , jについて S (gi, g j)

の g1, · · · , gsに関する余りを 0にできることは、同値である。

(proof)

g1, · · · , gsがグレブナー基底であるとき、S (gi, g j) ∈ Iなので、S (gi, g j)の g1, · · · , gsに関する余りは 0とな

り、必要性は証明される。

十分性を考える。任意の f (, 0) ∈ I = (g1, · · · , gs) は f =
s∑

i=1

higi と表すことができる。このとき、各

i = 1, · · · , s について higi の主項 in<(higi) のうち、単項式順序による最大元を δ(h1, · · · , hs) とすると、 f

の主項と一致するか、係数の合計が 0となって δ(h1, · · · , hs)が消去されるかなので、単項式順序に関して

in<( f ) ≤ δ(h1, · · · , hs)が成立している。ここで、可能な h1, · · · , hs による δ(h1, · · · , hs)のなす集合 Mを考え

ると、Mは単項式のなす集合なので Dicksonの補題より Mは有限の極小元を有する。この有限の極小元の

うち単項式順序についての最小元 δ f をとると、δ f は Mの最小元である。また、in<( f ) ≤ δ f が成立してい

る。以下では δ f に対応する h1, · · · , hs を考えるものとする。hi を主項とそれ以外に hi = ciin<(hi) + h′j と分

解しておく。

f =
s∑

i=1

higi

=
∑

in<(higi)<δ f

higi +
∑

in<(higi)=δ f

higi

=
∑

in<(higi)<δ f

higi +
∑

in<(higi)=δ f

in<(hi)gi +
∑

in<(higi)=δ f

h′igi

f −
∑

in<(higi)<δ f

higi −
∑

in<(higi)=δ f

h′igi =
∑

in<(higi)=δ f

in<(hi)gi

と変形しておく。

ここで in<( f ) < δ f を仮定する。このとき (左辺の主項) < δ f が成立しており、右辺の主項はすべて δ f な

ので、直前の補題より
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f −
∑

in<(higi)<δ f

higi −
∑

in<(higi)=δ f

h′igi =
∑

in<(higi)=δ f

in<(hi)gi =
∑

in<(higi)=in<(h jg j)=δ f

ci jS (in<(hi)gi, in<(h j)g j)

と表せる。giの主項の係数をbiとする。最右辺においては主項は δ f で共通しているためS (in<(hi)gi, in<(h j)g j) =

b−1
i in<(hi)gi−b−1

j in<(h j)g jである。また、各 in<(gi)について in<(gi)|δ f であるので、δ f = ui jlcm(in<(gi), in<(g j))

と表せる。このとき、in<(higi) = in<(h jg j) = δ f が成り立つ i , jについて

ui jS (gi, g j) =
ui j lcm(in<(gi), in<(g j))

in<(gi)
b−1

i gi −
ui j lcm(in<(gi), in<(g j))

in<(g j)
b−1

j g j

=
δ f

in<(gi)
b−1

i gi −
δ f

in<(g j)
b−1

j g j

=
in<(higi)
in<(gi)

b−1
i gi −

in<(h jg j)

in<(g j)
b−1

j g j

=
in<(hi)in<(gi)

in<(gi)
b−1

i gi −
in<(h j)in<(g j)

in<(g j)
b−1

j g j

= in<(hi)b
−1
i gi − in<(h j)b

−1
j g j

= S (in<(hi)gi, in<(h j)g j)

が成立するため ∑
in<(higi)=δ f

in<(hi)gi =
∑

in<(higi)=in<(h jg j)=δ f

ci jS (in<(hi)gi, in<(h j)g j)

=
∑

in<(higi)=in<(h jg j)=δ f

ci jui jS (gi, g j)

である。任意の i , jについて S (gi, g j)の g1, · · · , gs に関する余りを 0にできる場合は

S (gi, g j) =
s∑

k=1

Q(i, j, k)gk

と表せる。よって ∑
in<(higi)=δ f

in<(hi)gi =
∑

in<(higi)=in<(h jg j)=δ f

ci jui jS (gi, g j)

=
∑

in<(higi)=in<(h jg j)=δ f

ci jui j

s∑
k=1

Q(i, j, k)gk

=

s∑
k=1

 ∑
in<(higi)=in<(h jg j)=δ f

ci jui jQ(i, j, k)

 gk

=

s∑
k=1

Hkgk

という形に表せる。また、S多項式は主項を消去したものなので in<(S (gi, g j)) < δ f であり、したがって、そ

こから求めた Hkgk についても in<(Hkgk) < δ f となる。このとき

f −
∑

in<(higi)<δ f

higi −
∑

in<(higi)=δ f

h′igi =

s∑
k=1

Hkgk

f =
∑

in<(higi)<δ f

higi +
∑

in<(higi)=δ f

h′igi +

s∑
k=1

Hkgk

=

s∑
k=1

H′kgk
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という形で表すことができ、in<(H′kgk) < δ f が成立している。このとき δ(H′1, · · · ,H′s) < δ f が成立すること

になるが、これは δ f の定義に矛盾する。よって in<( f ) = δ f が成立する。すなわち、任意の f (, 0) ∈ I に

ついて in<( f ) = in<(higi)なる higi が存在する。つまり、in<( f ) ∈ (in<(g1), · · · , in<(gs))であり、イニシャル

イデアルの元はすべて (in<(g1), · · · , in<(gs))に属する。つまり in<(I) ⊂ (in<(g1), · · · , in<(gs))である。また

in<(g1), · · · , in<(gs) ∈ in<(I)なので (in<(g1), · · · , in<(gs)) ⊂ in<(I)である。つまり in<(I) = (in<(g1), · · · , in<(gs))

が成立しており、g1, · · · , gs はグレブナー基底である。 証明終

これから、Buchbergerアルゴリズムを次のように構成できる。

1. イデアルの生成系 g1, · · · , gs からスタートする。

2. g1, · · · , gs に対して Buchberger判定法を適用し、グレブナー基底であれば終了する。

3. S (gi, g j)の g1, · · · , gs に関する余り (, 0)を gs+1 とする。

4. 余りの定義より gs+1 を構成する単項式はイデアル (in<(g1), · · · , in<(gs))に属さない。

5. g1, · · · , gs, gs+1 は明らかにイデアルの生成系であり、これに対して 1.に戻って適用する。

このアルゴリズムを適用するとき、生成系の主項について

in<(gs+1) , in<(g j) ( j = 1, · · · , s)

が成立している。また、gs+1 は S (gi, g j) から作られていることから、単項式順序による最小元について

min(in<(g1), · · · , in<(gs)) > min(in<(g1), · · · , in<(gs), in<(gs+1))が成立している。ms ≡ min(in<(g1), · · · , in<(gs))

とすると

ms > ms+1 > ms+2 > · · ·

なる単項式による減少列が構成できる。定理 8.5より、この列は有限でなければならない。つまり、Buchberger

アルゴリズムは有限回で終了し、イデアルの生成系から必ずグレブナー基底を得ることができる。

定理 8.12 体の多変数多項式環のイデアルには必ずグレブナー基底が存在する。

(proof)

Hilbert基底定理により有限の生成系が必ず得られ、Buchbergerアルゴリズムによりそこから必ずグレブ

ナー基底が得られる。 証明終
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第 II部

数と位相

9 数の代数

すでに、数については基本的に既知として取り扱ってきているが、改めて代数的な整理をしておく。

9.1 順序環・順序体

定義 9.1 （順序環・順序体）環 (X,+, ·)に全順序 ≤が定義されており、x, y, z ∈ Xについて

x < y ⇒ x + z < y + z

x < y, z > 0 ⇒ xz < yz, zx < zy

が成立するとき、(X,+, ·,≤)は順序環であるという。順序環が体であるときは特に順序体であるという。◀

順序環に対しては正負の概念を導入できる。

定義 9.2 （正負）順序環 (X,+, ·,≤)の全順序について、加法単位元 0より大きい元を正の元、加法単位元 0

より小さい元を負の元という。また、x ∈ Xに対して

|x| =
 x (x ≤ 0)

−x (x < 0)

を絶対値という。◀

定理 9.1 順序環は零因子を持たない。

(proof)

x , 0と |x| > 0が同値であるため、y , 0に対して |x|, |y| > 0に対して 0 = 0|x| < |x||y| = |xy|より xy , 0で

ある。 証明終

定理 9.2 順序環の元 a, bに対して |a + b| ≤ |a| + |b|が成立する。

(proof)

a, bのいずれかが 0であれば明らかに成立している。a , 0, b , 0のときについて場合分けする。

a > 0, b > 0のときは a + b > 0 + b > 0であり |a + b| = a + b = |a| + |b|より定理が成立している。

a > 0, b < 0のとき、|a|+ |b| = a−bである。0 ≤ a+bであれば |a+b| = a+b < a+0 = a−b+b < a−b = |a|+ |b|
であり定理が成立している。a + b < 0であれば |a + b| = −a − b < −a − b + a = −b = 0 − b < a − b = |a| + |b|
であり定理が成立している。a < 0, b > 0のときについても同様である。

a < 0, b < 0のときは a + b < 0 + b < 0であり |a + b| = −a − b = |a| + |b|より定理が成立している。よって
示された。 証明終

これより即座に、三角不等式と呼ばれるつぎの性質が成り立つことが分かる。

定理 9.3 （三角不等式）順序環の元 x, y, zについて |x − y| ≤ |x − z| + |z − y|
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9.2 自然数

定義 9.3 （整列順序）半順序集合 (X,≤)の任意の空集合でない部分集合が常に最小元を持つとき、≤は整列
順序であるといい、その場合の半順序集合を整列順序集合という。◀

定理 9.4 整列順序は全順序である。

(proof)

整列順序集合 (X,≤)について、任意の x, y ∈ Xをとると、部分集合 {x, y}は必ず最小元 zをもつ。このとき

z = xもしくは z = yが成立している。一般性を失わず z = xとする。このとき、z ≤ yも成立しているので

x ≤ yである。よって示された。 証明終

整列順序 ≤をもつ可換な半群 (N,+)からスタートしよう。ここで +は全域で定義された可換で結合的な

内算法である。整列順序であるため、Nは最小元をもつ。これを一旦 iと表示することにする。次の条件も

成り立つとする。

1. +の単位元は Nには存在しない。

2. ∀n ∈ Xに対して集合 {x ∈ N : n < x}が常に空集合でない。

3. ∀n ∈ Xに対して min ({x ∈ N : n < x}) = n + iが成立する。

4. ∀n(, i) ∈ Xに対して n− + i = nとなる n− ∈ Xが存在する。

このとき、Nは最大元を持たないことは明らかである。また、整列順序であることと2.よりmin ({x ∈ N : n < x})
は常に存在する。さらに nに対して n− は一意である。仮に一意性を失わず n− + i = n, n′ + i = n, n− < n′ と

すると、n′ ∈ {x ∈ N : n− < x}より n = min ({x ∈ N : n− < x}) ≤ n′ となって矛盾する。

∀n ∈ N に対して n− + i = nなる n− ∈ N は n , iである限り存在する。そこでこの操作を繰り返した集

合 Aを考えると最小元 min Aが存在する。A ⊂ N なので i ≤ min Aである。ここで i < min Aだとすると

(min A)− + 1 = min Aなる元 (min A)−が存在して (min A)− < (min A)となり矛盾する。よって i = min Aであ

る。つまり、任意の Nの元は iに iの加法を繰り返したものである。

こうした定義された Nについては、数学的帰納法が使える。

定理 9.5 （数学的帰納法）Nについてのある命題が

1. iについて成立する。

2. n ∈ Nについて成立すれば n + iについても成立する。

を満たすならば、その命題は N全体について成立する。

(proof)

ある命題を満たさない集合 A ⊂ Nを考える。これが空集合で無いと仮定する。整列順序であることより

min Aを考えることができる。iについて命題は成り立っているのでmin A , iである。したがって z+i = min A

なる zをとることができ、zについては命題が成立している。このとき、z+ i = min Aについても命題が成立

しなくてはならないので矛盾する。つまり Aは空集合であり、その命題は N全体について成立する。 証明終

順序と加法については次が成り立つ。

定理 9.6 n < m, z ∈ Nについて

n < m ⇒ n + z < m + z
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(proof)

n + i = min ({x ∈ N : n < x}) より n + i ≤ m が成立する。よって n + i ≤ m < m + i である。つまり

n < m ⇒ n + i < m + iが示された。定理は z = iについて成立している。また、任意の z ∈ Nに対しても

n,mをそれぞれ n + z,m + zに置き換えて結合則を用いることにより

n + z < m + z ⇒ n + (z + i) < m + (z + i)

も成立する。よって数学的帰納法より定理が示される。 証明終

さらにこの上に乗法 ·（·は省略可能とする）も定義する。乗法は全域で定義された可換で結合的な内算
法であるとする。さらに次のような条件を満たすとする。

1. 乗法単位元は iである。

2. 乗法と加法は分配則を満たす。

乗法については次が成立しており、乗法が加法の繰り返しに等しいことが分かる。

n · i = n

n · (m + i) = n · m + n · i
= n · m + n

また、順序に関して次も成立する。

定理 9.7 n < m, z ∈ Nについて
n < m ⇒ nz < mz

(proof)

z = iのときは自明である。z > iのとき成立しているとする。つまり nz < mzである。このとき n(z + i) =

nz + n, m(z + i) = mz + nであり、上の定理より nz + n < mz + nであることから、z + iのときも成立してい

る。よって数学的帰納法より定理が示される。 証明終

このようにして構成した Nと、同じ性質を持つ N′が存在するとすると、それぞれの乗法単位元 i, i′に対

して i′ = ϕ(i)とし、ϕ(n + i) = ϕ(n) + ϕ(i) = ϕ(n) + i′ によって写像 ϕ : N → N′ を定義すると、詳細には述べ

ないものの、ϕは順序同型写像かつ同型写像となる。その意味でこのように構成された Nは一意性をもっ

ており、Nと同じ性質を持つものは自然数系 10 といわれ、その元は自然数と呼ばれる。

まとめると、自然数系は次のような性質を持つものだといえる。

1. 加法について可換な半群であり、単位元を持たない。

2. 整列順序集合であり、最小元は iである。

3. iでない任意の元 nに対して n− + i = nを満たす直前の元 n− が一意に存在する。

4. 乗法について可換な半群であり、単位元は iである。

5. 分配則を満たす。

6. n < mならば n + z < m + z

7. n < mならば nz < mz

10加法単位元 0 を含める流儀も存在する。
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定理 9.8 自然数は加法について正則元である。つまり、自然数a, x, yについて次が成立する。

a + x = a + y ⇒ a + x = a + y

(proof)

a = iとする。x+i = y+iが成立している。一般性を失わず x < yと仮定すると y+i = x+i = min ({z : x < z}) ≤ y

より矛盾する。よって x = yである。aが正則元であるとする。つまり a + x = a + yならば x = yが成立し

ている。このとき、(a+ i)+ x = (a+ i)+ yが成立しているとすると結合側より a+ (i+ x) = a+ (i+ y)なので

x + i = y + iである。よって x = yである。つまり a + 1についても定理が成り立つ。よって数学的帰納法よ

り定理が示される。 証明終

定理 9.9 自然数 n,mについて n < mならばm = n + zなる自然数 zが存在する。

(proof)

n = iのときを考える。i < mならば m = i + zなる自然数は存在しており、定理が成立している。ある

nのときに定理が成立しているとする。このとき、n + i < mなる mを考える。m , iなので m− + i = m

なる自然数 m− が一意に存在し n + i < m− + iである。このとき n ≥ m− を仮定すると n + i ≥ m− + iとな

らなければならず矛盾する。よって n < m− である。よって m− = n + z′ なる自然数が存在する。このとき

m = m− + i = (n + z′) + i = n + (z′ + i)であるので、やはり定理が成立する。よって数学的帰納法より示され

る。 証明終

9.3 整数

自然数系は、加法について可換な半群であるため、加法について可逆化を行うことができる。自然数系 N

を加法について可逆化した商構造を (Z,+)で表す。自然数はすべて正則元なので、商構造は Z = N × N/ ∼
という構造をしている。ただし、同値関係 ∼は (x, x∗), (y, y∗) ∈ N × Nに対して

(x, x∗) ∼ (y, y∗)⇔ x + y∗ = x∗ + y

と定義されている。加法はすでに自然に定義されており、加法単位元 0 = [(i, i)] ∈ Z が存在する。また、

z = [(z, z∗)]に対して逆元 −z = [(z∗, z)]が常に存在する。

自然数 nに対応するのは (n+ x∗, x∗)の形で表される同値類である。ここで (y, y∗) ∈ N × Nについて y∗ < y

である場合を考えると、上の定理より y = y∗ + zなる自然数 zが存在して (y, y∗) = (z + y∗, y∗)となることか

ら自然数に対応している。y = y∗の場合は加法単位元に対応している。y < y∗の場合は逆元が自然数に対応

していることになる。場合分けは上の 3通りで尽くされるので、自然数の拡張として捉えた場合 Z の元は

1. 自然数

2. 加法単位元 0

3. 加法逆元が自然数である元（負整数とよぶ）

のどれかである。このことを用いてまず全順序を定義する。自然数の範囲では自然数の整列順序と等しい

とする。3区分間ではかならず

(負整数) < 0 < (自然数)

であるとする。負整数間においては x < y⇔ (−x) > (−y)によって順序を定める。これによって全順序が定

義できる。このとき、自然数が正の元であり、負整数が負の元である。

58



乗法を定義しよう。まず、乗法は可換で結合的かつ分配的であるとする。さらに任意の n ∈ Z に対して

in = n, (−i)n = −nという条件を加える。このとき、iは再び乗法単位元であり、(−i)(−i) = iである。また

0n = (i + (−i))n = n + (−n) = 0

が成立する。これを用いれば、任意の n ∈ Z は

n = sgn(n)|n|, sgn(n) ∈ {−i, 0, i}, |n|は自然数

という形に表せる。n,m ∈ Z について

nm = (sgn(n)sgn(m)) · |n| · |m|

である。n,mが自然数のときは

nm = (ii) · (nm) = (nm)

なので、自然数の乗法と整合的に乗法が定義できる。こうして、Zに加法・乗法・全順序を導入したものに

ついては、詳細な証明は行わないが、次のように言える。

1. 加法について可換群である。

2. 全順序集合である。

3. 任意の元 nに対して n− + i = nを満たす直前の元 n− が一意に存在する。

4. 乗法について可換な半群であり、単位元は iである。

5. 分配則を満たす。

6. n < mならば n + z < m + z

7. n < m, z > 0ならば nz < mz

8. 正の元の全体が自然数をなす。

このとき (Z,+, ·,≤)は順序環となっている。これを整数環という。以降乗法単位元 iは 1と表す。順序環は

零因子を持たないため、整数環は整域である。そのため、0以外は乗法について正則元である。さらに、絶

対値を以てユークリッド整域であることも示すことができる。よって、整数環は単項イデアル整域・一意分

解整域でもある。

定理 9.10 整数 n,mについて n < mならばm = n + zなる自然数 zが存在する。

(proof)

nが自然数であれば mも自然数であり、すでに示されている。n = 0のときは z = mによって成立する。n

が負整数のときは、順序環の性質により 0 = n + (−n) < m + (−n)であり m + (−n)が自然数である。よって

これを zとすると z + n = m + (−n) + n = mであり、定理が成立している。 証明終

定理 9.11 整数環は、乗法単位元をもつ順序環の中で最小である。つまり、乗法単位元をも
つ順序環の部分集合が整数環と同型かつ順序同型となっている。

(proof)

(R,+.·,≤)を乗法単位元を持つ順序環とする。このとき、Rには乗法単位元 1と加法単位元 0が存在してい

ることに注意する。さらに、環の性質により 1の加法逆元 −1も必ず存在する。そこで、整数環 (Z,+.·,≤)の

うち、自然数に対応する部分については、g(n) =
n∑

i=1

1とし、また g(0) = 0とする。負整数に対応する部分
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については、g(n) =
n∑

i=1

(−1)とする。このとき、環の性質により g(Z) ⊂ Rであり、gは g : Z → Rなる写像

である。さらに g(n+m) = g(n)+ g(m)であることは容易に分かる。g(nm) = g(n)g(m)については n = 0, 1,−1

のときは明らかである。nが自然数のとき、ある nについて g(nm) = g(n)g(m)が成立しているとする。この

とき

g((n + 1)m) = g(nm + m)

= g(nm) + g(m)

= g(n)g(m) + g(m)

= g(m)(g(n) + 1)

= g(m)g(n + 1)

であり、n + 1のときも成立する。よって数学的帰納法より自然数に対して成立する。負整数についても同

様に示すことができる。つまり、gは準同型写像である。

順序について n ≤ mとする。n = mのときは明らかに g(n) ≤ g(m)が成立している。n < mのときは、直

前の定理より自然数 zが存在して m = n + zとなっている。よって

g(m) = g(n + z) = g(n) + g(z)

g(m) + (−g(n)) = g(z) =
z∑

i=1

1 > 0

g(m) > g(n)

であり、n < m⇒ g(n) < g(m)を満たしている。したがって、gは順序を保つとともに、n , m⇒ g(n) , g(m)

となっている。つまり gは単射であり、g(Z) ⊂ Rへの写像としては全単射である。したがって、g(Z) ⊂ R

は Z と同型かつ順序同型である。 証明終

このことから、乗法単位元をもつ順序環（順序体を含む）は、整数を含むとみなせる。

9.4 有理数

整数環は整域であることから、乗法について可逆化が可能である。整数環を可逆化した分数体を (Q,+, ·)
とする。分数体の元は、文字通りの分数の形で表されるものを、約分すると同じものを同一視した同値類で

ある。さらに、分数体の任意の 2つの元について、分母が同じ自然数となるよう代表元をとったとき（公

倍数のうち自然数であるものをとればよい）、分子の整数の順序によって分数体における順序を定めると、

順序環の性質によりこれは公倍数のとり方によらず決定でき、全順序となる。さらに、順序環の性質も満た

すため、(Q,+, ·,≤)は順序体になる。これは有理数体と呼ばれており、その元は有理数といわれる。

定理 9.12 有理数体は最小の順序体である。つまり、順序体の部分集合が有理数体と同型か
つ順序同型となっている。

(proof)

順序体を (K,+, ·,≤)とする。有理数の代表元を整数 nと自然数 mにより n
m とあらわしておく。順序体は

順序環でもあるので、準同型かつ順序を保つ写像 f : Z → K が存在して、 f (n), f (m) ∈ K である。よって

f (n)( f (m)−1) ∈ Kであり、 f が準同型であることより代表元 n
m のとり方によらずこれは同じ結果となる。そ

こで、写像 g : Q→ Kを g
(

n
m

)
7→ f (n)( f (m)−1)によって定めておくと、g(Q)(⊂ K)が Qと同系かつ順序同型

となる。（詳細略） 証明終
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このことから、順序体は有理数を含むとみなせる。当然自然数も含むとみなせる。

定義 9.4 （アルキメデスの公理）順序体 Kにおいて、自然数を含むと考える。任意の x ∈ Kに対して x < n

なる自然数 nが存在するとき、順序体 K はアルキメデスの公理を満たすという。◀

定理 9.13 有理数体はアルキメデスの公理を満たす。

(proof)

有理数は整数 n,m > 0によって
n
m
の同値類（約分すると同じものを同一視）として表される。このとき

(|n| + 1)m
m

の同値類は
n
m
<

(|n| + 1)m
m

を満たすとともに、整数環における |n| + 1 > 0に相当するもの、つま

り自然数である。 証明終

10 完備性と実数

10.1 順序完備性と実数

定義 10.1 （上限）全順序集合 (X,≤)の部分集合 A ⊂ Xについて、a ∈ Aが以下の条件

1. b ∈ Aなら b ≤ a

2. c < aなら c < xなる x ∈ Aが存在する

を満たせば、aを Aの上限であるといい、a = sup Xと表す。◀

定義 10.2 （下限）全順序集合 (X,≤)の部分集合 A ⊂ Xについて、a ∈ Aが以下の条件

1. b ∈ Aなら b ≥ a

2. a < cなら x < cなる x ∈ Aが存在する

を満たせば、aを Aの下限であるといい、a = inf Aと表す。◀

次が容易に示される。

定理 10.1 上限及び下限は一意である。

上限 sup A及び下限 inf Aは、必ずしも Aには属さないことには注意が必要である。それに対し、最大値・

最小値は存在するとは限らない。上限 sup A及び下限 inf Aが Aに属せば、それらはそれぞれ最大値・最小

値である。上限及び下限は一意なので、最大値・最小値が存在すれば、それらはまた上限・下限に等しい。

定義 10.3 （有界）全順序集合 (X,≤)の部分集合 A ⊂ X について、任意の a ∈ Aに対して a ≤ bを満たす

b ∈ X が存在するとき、Aは上に有界であるという。また、任意の a ∈ Aに対して b ≤ aを満たす b ∈ X が

存在するとき、Aは下に有界であるという。上に有界かつ下に有界であるときは、有界であるという。◀

上限が存在すれば上に有界であるが、逆は必ずしも真ではない。同様に、下限が存在すれば下に有界であ

るが、逆は必ずしも真ではない。

定義 10.4 （順序完備）全順序集合 (X,≤)の任意の部分集合 A ⊂ X について、上に有界ならば上限を持ち、

下に有界ならば下限を持つとき、全順序集合 (X,≤)は順序完備であるという。◀

定義 10.5 （実数）順序完備な順序体を実数体といい、Rで表す。実数体の元を実数という。◀
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10.2 順序体の収束概念

定義 10.6 （点列・数列）自然数からの写像 n 7→ an ∈ X を X の点列という。X がいわゆる数（整数環・有

理数体など）の場合には、数列とも呼ばれる。n ≤ mならば an ≤ amであるとき、点列は単調増加であると

いう。また、像 {an}は集合であり、集合に対する概念を点列に対して考えることができる。点列によって
{a1, · · · , an}の形に表される集合を有限集合という。◀

念のため、次を示しておこう。

定理 10.2 有限集合は最大元・最小元を持つ。

(proof)

有限集合 {a1, · · · , an}に対して
b1 = a1, bk+1 = max(ak+1, bk)

によって定義すると、bn が最大元になっている。また

c1 = a1, ck+1 = min(ak+1, ck)

によって定義すると、cn が最小元になっている。 証明終

定義 10.7 （極限・収束）順序体 (K,+, ·,≤)の点列 {an}が b ∈ K に収束するとは、任意の 0 < ϵ ∈ K に対し

てある自然数 N が存在し、N ≤ nなる任意の自然数 nについて

|an − b| ≤ ϵ

が成り立つことをいう。このとき bを {an}の極限という。◀

収束に関する一般的な記号は今後特に断り無く用いる。

定理 10.3 極限は一意である。

(proof)

点列 {an}の極限が b , cであるとする。一意性を失わず b < cとする。このとき、任意の ϵ > 0に対してあ

る N が存在して、N ≤ nなる任意の自然数 nについて

|an − b| ≤ ϵ
|an − c| ≤ ϵ

が成立するので、三角不等式より

c − b = |c − b| ≤ |c − an| + |an − b|
= |an − c| + |an − b|
= 2ϵ

が成立する。ところで、c − b > 0より ϵ =
c − b

4
> 0についても成立しなければならない。このとき

c − b ≤ c − b
2
⇒ 2 ≤ 1

であり矛盾する。よって b = cでなければならない。 証明終
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定理 10.4 実数体において、上に有界で単調増加な点列は上限に収束する。

(proof)

点列 {an}を上に有界で単調増加な列とする。順序完備なので、上限 sが存在し an ≤ sが成立する。任意の

ϵ > 0について、b − ϵ ≤ bなので b − ϵ < aN なる aN が存在する。単調増加列なので N ≤ nに対して

b − ϵ < aN ≤ an ≤ b < b + ϵ

なので |an − b| < ϵ が成立している。 証明終

定義 10.8 （コーシー列・コーシー完備）順序体の点列 {an}がコーシー列であるとは、任意の 0 < ϵ ∈ K に

対してある自然数 N が存在し、N ≤ n,N ≤ mなる任意の自然数 n,mについて

|an − am| ≤ ϵ

が成り立つことをいう。点列が収束するときはコーシー列であるが、逆は必ずしも真ではない。順序体の任

意のコーシー列が収束するとき、順序体はコーシー完備であるという。◀

定理 10.5 実数体はコーシー完備である。

(proof)

コーシー列 {an}を考える。任意の ϵ > 0に対してある自然数 N が存在して、|an − am| ≤ ϵ, N ≤ n,mが成立

している。特に、任意の (N ≤)nに対して aN − ϵ ≤ an ≤ aN + ϵ なので、{an}N≤n は有界である。ここで、点

列 {bn}を

bn =

 aN (n = 1)

max(aN+n−1, bn−1) (1 < n)

によって定義すると、{bn}も有界であり、明らかに単調増加であることから収束する。この極限を cとする。

構成法より {bn}の元は {an}N≤nのいずれかの元に一致している。よって、N ≤ nなる nと自然数 mに対して

|an − bm| ≤ ϵ

が成立している。また、{bn}が収束することにより、ある Lが存在して L ≤ mに対して

|bm − c| ≤ ϵ

が成立している。よって、N ≤ n, L ≤ mに対して

|an − c| ≤ |an − bm| + |bm − c| ≤ 2ϵ

が成立している。よって示された。 証明終

定理 10.6 実数体はアルキメデスの公理を満たす。

(proof)

アルキメデスの公理を満たさないとすると、ある x ∈ Rが存在して x < nをみたす自然数 nは存在しない。

このとき、任意の自然数 nについて x < nが成立しないので、全順序であることより n ≤ xが成立する。こ

こで点列 {an}を an = nによって定義すると、上に有界かつ単調増加なので収束する。この極限を bとする。

b = sup Nである。このとき、自然数 1について、ある自然数 Lが存在して |aL − b| = b− L ≤ 1が成立する。

このとき b ≤ L + 1であり、L + 1も自然数であることから矛盾する。よって実数体はアルキメデスの公理

を満たす。 証明終
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定理 10.7 順序体の任意の上に有界で単調増加な点列が収束するならば、順序体は順序完備
である。

(proof)

上に有界な空集合でない任意の部分集合を Aとする。Aに最大元が存在すれば、それは上限でもあるため、

上限が存在する。そこで Aに最大元は存在しない場合を考える。∀a ∈ Aについて、a ≤ bなる bが存在す

る。ここで、α ∈ Aをとり自然数 nに対して

Bn ≡
{
α, α +

b − α
2n
, a + 2

b − α
2n
, · · · , b

}
は有限集合であり、その部分集合

Cn ≡ {x ∈ Bn : ∀a ∈ A, a ≤ x}

も有限集合であることから、最小元が存在する。よって cn ≡ min Cn と定義する。Cn ⊂ Cn+1 より点列 {cn}
は単調減少であり、明らかに αをもって有界である。このとき点列 {−cn}は単調増加であり、−αをもって
上に有界であるため、定理の条件より収束する。この極限を zとする。構成法より任意の a ∈ Aについて

a ≤ cnを満たしている。ここで z < a′なる a′ ∈ Aが存在するとする。a′ − z > 0に対してある N が存在して

N ≤ n, cn − z ≤ |cn − z| ≤ a′ − zが成立する。このとき cn ≤ a′なので cn = a′である。このとき a′も極限とな

ることが明らかなので z = a′ であり矛盾する。よって任意の a ∈ Aについて a ≤ zである。

ここで、cn −
b − α

2n
を考える。これは Bn に属しているが、cn の最小性より Cn には属していない。よっ

て ∃a′′n ∈ Aによって cn −
b − α

2n
< a′′n が成立する。y < zなる yに対して、十分大きい nに対しては

ϵ ≡ z − y − b − α
2n
> 0

とでき

|cn − z| ≤ ϵ = z − y − b − α
2n

−z + y +
b − α

2n
≤cn − z

y ≤cn −
b − α

2n
< a′′n

が成立する。つまり y < zなる yに対しては y < a′′n なる a′′n ∈ Aが存在する。よって zは Aの上限である。

下限についでも同様に示すことができる。 証明終

補題 10.8 順序体がアルキメデスの公理を満たすならば、有界で単調な点列はコーシー列で
ある。

(proof)

順序体の任意の上に有界で単調増加な点列を {an}とする。上に有界なので、任意の自然数 nに対して an ≤ G

を満たすGが存在する。

ここで、{an}はコーシー列でないと仮定しよう。このとき、ある c > 0が存在して、任意の自然数 Nに対

して an − aN > cとなる N < nが存在する。s(0) = 0から始めて an − as(0) > cを満たす nを s(1)とし、以下、

an − as(i) > cを満たす nを s(i+ 1)として、部分列 bn = as(n)を構成する。bn+1 − bn > cが成立しているため、

as(n+1) = bn+1 = b1 + cn
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である。アルキメデスの公理より
G − b1

c
< Mなる自然数 Mが存在する。これによって

as(M+1) = b1 + cM > G

となり矛盾する。よって {an}はコーシー列である。 証明終

定理 10.9 順序体がコーシー完備であり、アルキメデスの公理を満たすならば、順序完備で
ある。

(proof)

アルキメデスの公理を満たす順序体において、任意の上に有界で単調増加な点列はコーシー列である。コー

シー完備であれば、それは収束する。よって、直前の定理より順序完備である。 証明終

これらにより順序体について

1. 順序完備である。

2. 上に有界で単調増加な点列が収束する。

3. アルキメデスの公理を満たし、コーシー完備である。

は同値であることがわかった。これらはまとめて実数の完備性と呼ばれる。

10.3 順序体の完備化

有理数体を念頭に、アルキメデスの公理を満たす順序体 K から実数体を構成することを考える。基本的

には、極限の集合に相当するものを構成すればよいのだが、極限そのものが実数体でなければ存在しない

場合があるので、収束自体も議論することができない。そこで、コーシー列を利用する。

K上のコーシー列の集合 K′に対して、次の二項関係を導入すると、これは容易に同値関係であることが

分かる。

{an} ∼ {bn} ⇔ lim
n→∞
|an − bn| = 0

まず K′ に加法・乗法を導入しよう。自然に

{an} + {bn} ≡ {an + bn}

{an} · {bn} ≡ {an · bn}

と定義しておけば、同値関係 ∼と両立している。よって K̃ ≡ K′/ ∼として商構造 (K̃,+, ·)を定義することが
できる。Kの元 kに対しては、kに収束する点列 {kn}の同値類を対応させると、(K̃,+, ·)の部分集合と (K,+, ·)
が同型となり、商構造 (K̃,+, ·)はもとの順序体 K を含むと考えることができる。

K′ 上でまず順序を定義する。任意の ϵ > 0に対してある N が存在して N ≤ nについて

an − bn ≤ ϵ

が成立するとき、{an} ≤ {bn} であると定める。これが反射律・反対称律を満たすことは明らかである。
{an} ≤ {bn}, {bn} ≤ {cn}が成立するとき、任意の ϵ > 0に対してある N が存在して N ≤ nについて

an − bn ≤ ϵ, bn − cn ≤ ϵ
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が成立していることから

an − cn ≤ 2ϵ

が成立する。ϵ は任意なのでこのときやはり {an} ≤ {cn}である。つまり、≤は半順序である。

さて、ここで任意の K′の元 {an}, {bn}について {an} ≤ {bn}も {bn} ≤ {an}も成立していないとする。このと
き、ある c > 0が存在して、任意の N について N ≤ n,mで

an − bn > c, bm − am > c

となるものが存在する。コーシー列であることより、N を十分大きくとると、任意の ϵ > 0に対して

|an − am| ≤ ϵ, |bn − bm| ≤ ϵ

が成立している。よって

2c < an − bn + bm − am = |an − bn + bm − am|
≤ |an − am| + |bm − an| ≤ 2ϵ

が成立しなくてはならない。ところが ϵ =
c
2
> 0について 2c < c⇒ 2 < 1となり矛盾する。よって {an} ≤ {bn}

か {bn} ≤ {an}のどちらかは成立する。つまり、≤は全順序である。ここで

{an} ≤ {bn}, {an} ∼ {a′n}, {bn} ∼ {b′n}

のとき、任意の ϵ > 0に対してある N が存在して N ≤ nについて

an − bn ≤ ϵ
|an − a′n| ≤ ϵ
|bn − b′n| ≤ ϵ

なので

a′n − b′n ≤ an − bn + 2ϵ

≤ 3ϵ

であり {a′n} ≤ {b′n}である。つまり、商構造 (K̃,+, ·)上で、同じ同値類に属していれば代表元のとりかたによ
らず順序関係が定まっており、これより商構造 (K̃,+, ·)上で全順序を定義することができる。そしてやはり、
商構造の Kに対応する元（当該元に収束する点列による同値類）については、Kと順序同型となっている。

商構造 (K̃,+, ·,≤)では、0に収束する点列の同値類が再び加法単位元 0となり、1に収束する点列の同値

類が再び乗法単位元 1となる。加法については、[{an}] ∈ K̃ に対して [{−an}]が逆元となる。乗法について
は、[{an}] ∈ K̃ − {0}に対して [{(an)−1}]が逆元となる。分配則も成り立っていることから、(K̃,+, ·,≤)は体で

ある。さらに順序環の条件も満たしていることから、(K̃,+, ·,≤)は順序体である。

こうしてアルキメデスの公理を満たす順序体 K から順序体 (K̃,+, ·,≤)を得る手続きを完備化といい、ま

た (K̃,+, ·,≤)は K の完備化であるというものとする。これを完備化と称すことができることは、以下で見

るように完備性をもっているために他ならない。

定理 10.10 アルキメデスの公理を満たす順序体 Kの完備化 (K̃,+, ·,≤)について、任意の上
に有界で単調増加な点列は収束する。
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(proof)

(K̃,+, ·,≤)の任意の有界で単調増加な点列 {an}を考える。各 anは K上のコーシー列の同値類であり、その

代表元を {a(n)
i }とする。上に有界であることから、b ∈ K̃によって an ≤ bとなっている。bの K上のコーシー

列による代表元を {bi}とする。このとき、任意の ϵ > 0に対して、十分大きい N をとると N ≤ iについて

a(n)
i − bi ≤

1
2n

とすることができ、また単調増加であることから

a(n)
i − a(n+1)

i ≤ 1
2n+1

とすることができる。となる。ここで yi ≡ a(i)
N −

1
2i
と定めると

yi ≤ bN , yi ≤ yi+1

が成立する。つまり {yi}は K上の上に有界で単調増加な点列であり、Kはアルキメデスの公理を満たすこと

から、補題 10.8より {yi}はコーシー列である。よって {yi}の同値類は K̃ の元である。そこで y ≡ [{yi}] ∈ K̃

と表すことにする。

さて、K̃ 上で、an と yの関係を考えると

a(n)
N − yn =

1
2n

であり、コーシー列であることから N を大きくとっておくことにより、N ≤ iについて∣∣∣a(n)
i − a(n)

N

∣∣∣ ≤ 1
2n

とすることができる。このとき

0 − 1
2n
≤ a(n)

i − a(n)
N + a(n)

N − yn ≤
1
2n
+

1
2n

− 1
2n
≤ a(n)

i − yn ≤
1

2n−1

− 1
2n
− yi + yn ≤ a(n)

i − yi ≤
1

2n−1
− yi + yn

より、任意の ϵ > 0に対して十分大きい nに対しては、{yi}もコーシー列であるので

a(n)
i − yi ≤

1
2n−1

− yi + yn ≤ ϵ

yi − a(n)
i ≤

1
2n
+ yi − yn ≤ ϵ

が成立する。つまり十分大きい nに対しては

y ≤ an, an ≤ y⇔ an = y

が成立しており、{an}は yに収束する。 証明終

系 10.11 アルキメデスの公理を満たす順序体 Kの完備化 (K̃,+, ·,≤)は実数体である。

系 10.12 有理数体の完備化は実数体である。

実は、実数体は一意であることが知られている（複数の実数体は同型かつ順序同型）。そのため、任意の

アルキメデスの公理を満たす順序体を完備化したものは同じ実数体とみなせる。こうして実数を構成する

ところまで行き着いた。
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1. 自然数系を加法について可逆化し、整数環を得る。

2. 整数環を乗法について可逆化し、有理数体を得る。

3. 有理数体を完備化し、実数体を得る。

ここで注意しておきたいのは、可逆化と完備化の構成法の違いである。可逆化はもとの元の二つの直積だ

けで構成できていたが、完備化は無限点列を使って構成している。このため、可逆化はデータ容量のことを

無視すれば計算機（コンピュータ）で表現しうるが、完備化は本質的に表現不可能であり、純粋な理論的操

作である。

11 位相・距離空間

11.1 位相空間と開集合・閉集合

距離空間への足がかりとして、抽象的な位相の概念を導入する。

定義 11.1 （位相空間・開集合）集合 Xに、次の性質を持つ部分集合族 O(開集合族)が与えられたとき

1. Oγ ∈ O(γ ∈ Γ)のとき
∪
γ∈Γ

Oγ ∈ O 11

2. O1,O2 ∈ O(γ ∈ Γ)のとき O1 ∩ O2 ∈ O 12

3. X, ϕ ∈ O

(X,O)を位相空間といい、Oに属す集合を開集合という。◀

定義 11.2 （閉集合）位相空間 (X,O)において、Xの部分集合 F について Fc ∈ Oであるとき、Fを閉集合

という。◀

次のことが容易に分かる。

定理 11.1 位相空間 (X,O)において、閉集合について以下が成り立つ。

1. γ ∈ Γなる Fγ がすべて閉集合のとき
∩
γ∈Γ

Oγも閉集合である。

2. F1, F2が閉集合のとき O1 ∪ O2も閉集合である。

3. X, ϕは閉集合である。

直積に対しては、自然に位相を導入できる。

定理 11.2 位相空間 (X,OX),(Y,OY)について

OX ×OY ≡ {A × B|A ∈ OX, B ∈ OY}

と定義すると、OX ×OYは開集合族の条件を満たし、(X × Y,OX ×OY)は位相空間となる。

定義 11.3 （積位相空間）位相空間 (X,OX),(Y,OY )について、上の定理より位相空間となる (X × Y,OX ×OY )

を、積位相空間または単純に直積と言う。 ◀

11「開集合の和集合は開集合になる」ことを要請している。
12「二つの開集合の共通部分は開集合になる」ことを要請している。
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11.2 コンパクト

定義 11.4 （開被覆）位相空間 (X,O)と Xの部分集合 Y において、開集合の族 {Oγ}γ∈Γ が

Y ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ

をみたすとき、{Oγ}γ∈Γ を Y の開被覆であるという。13 特に、有限個の開集合の族 {On}によって

Y ⊂
N∪

n=1

On

と表されるとき、{On}は有限開被覆であるという。◀

定義 11.5 （コンパクト）位相空間 (X,O)と Xの部分集合 Yにおいて、{Oγ}γ∈Γが Yの開被覆ならば、つまり

Y ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ

ならば、{Oγ}γ∈Γ からとった有限個の部分集合族 O1,O2, · · · ,Os が既に Y の有限開被覆である、つまり

Y ⊂
s∪

n=1

On

であるとき、Y はコンパクトであるという。◀

コンパクト性は、最大値・最小値の存在と関係しており、非常に重要である。

定理 11.3 コンパクトな位相空間の部分閉集合はコンパクトである。

(proof)

Xをコンパクトな位相空間とし、その部分閉集合を F とおく。{Oγ}γ∈Γ を Fの開被覆とする。

X = F ∪ Fc ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ ∪ Fc

であり Fcは開集合なので、{Oγ}γ∈Γ ∪ Fcは Xの開被覆である。Xはコンパクトなので、この中から Xの有

限部分開被覆 {O1, · · · ,Os, Fc}をとれる。このとき

X ⊂
s∪

n=1

Os ∪ Fc

となる。これより、Xの要素で
s∪

n=1

Osに含まれない要素は Fcに含まれるということがいえる。この対偶を

とれば、F の要素は
s∪

n=1

Os に含まれるということになり、

F ⊂
s∪

n=1

Os

であるから、F は開被覆の有限部分開被覆によって覆われることになる。つまり、F はコンパクトである。

証明終

定理 11.4 位相空間 (X,OX),(Y,OY)がコンパクトである時、積位相空間 (X ×Y,OX ×OY)もコ
ンパクトである。

13包含関係ではなく”=”で定義する流儀もあるが、こちらの方が使いやすい。
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(proof)

X × Y の開被覆 {Oγ}γ∈Γ が与えられた時、そのうちの有限個によって

X × Y ⊂
N∪

n=1

On

となればよいのだが、そのままでは扱いにくいので 14、開被覆の部分開集合も含めることにより

{O′γ}γ∈Γ′ = {O′ ∈ OX ×OY |O′ ⊂ Oγ(γ ∈ Γ)}

と拡張した集合族 {O′γ}γ∈Γ′ を考える。これは、明らかにもとの開被覆 {Oγ}γ∈Γを含むので、{O′γ}γ∈Γ′ も X × Y

の開被覆である。すなわち

X × Y ⊂
∪
γ∈Γ′

O′γ

となる。このとき O′γ = O′Xγ × O′Yγ (O′Xγ ∈ X,O′Yγ ∈ Y)と表すことにすると、積位相空間の開集合族 OX × OY

の定義より O′Xγ ,O′Yγ はそれぞれ X, Y の開集合であり

X ⊂
∪
γ∈Γ′

O′Xγ Y ⊂
∪
γ∈Γ′

O′Yγ

となる 15。このとき Y は開被覆 {O′Yγ }γ∈Γ′ によって覆われているので、Yがコンパクトであることより、そ

の中から Yの有限部分開被覆 {O′Y1 , · · · ,O′Ys }をとれる。

さて、有限開被覆の各開集合に対し、O′γ = O′Xγ × O′Yγ の関係から得られる O′Xn 全体の成す集合

X ≡ {A|A × O′Yn (n = 1, · · · , s) = O′γ(γ ∈ Γ′)}

を考える。ここで「Yの有限部分開被覆 {O′Y1 , · · · ,O′Ys }をどのようにとっても、Xに属するどの集合にも含
まれない X の元 x0 がある」と仮定する。とはいえ、{O′γ}γ∈Γ′ = {O′Xγ × O′Yγ }γ∈Γ′ は X × Y の開被覆なので、

x0 ∈ O′Xγ0(γ0 ∈ Γ′)となる X の開集合 O′Xγ0 が存在する。このとき、対応する O′Yγ0 を Yの有限部分開被覆に加

えれば、加えられた Yの有限部分開被覆 {O′Y1 , · · · ,O′Ys ,O′Yγ0}に対する Xについては、x0 ∈ O′Xγ0 ∈ Xとなり、
仮定に矛盾する。したがって、Yの有限部分開被覆 {O′Y1 , · · · ,O′Ys }をうまくとれば、Xの任意の元は Xに属
する集合のどれかには含まれる。つまり

X ⊂
∪
A∈X

A

となるということであり、Xは Xの開被覆である。

Xはコンパクトなので、Xの有限部分被覆 {O′X1 , · · · ,O′Xt }によって

X ⊂
t∪

n=1

O′Xn

と覆われる。また、{O′Y1 , · · · ,O′Ys }は Y の有限開被覆であったので

Y ⊂
s∪

m=1

O′Ym

と覆われる。以上より

X × Y ⊂
t∪

n=1

O′Xn ×
s∪

m=1

O′Ym =
t∪

n=1

s∪
m=1

(O′Xn × O′Ym )

14Y の有限開被覆が得られても、{Oγ}γ∈Γ で対応する X の集合族が被覆になるとは限らない。
15逆は成立しないのが、直積を扱う上での注意である。これは平面を考えればよくわかる。

70



である。Xの定義より

O′Xn × O′Ym (n = 1, · · · , t m = 1, · · · , s) = O′γ(γ ∈ Γ′) ⊂ Oγ(γ ∈ Γ)

である。このとき、上の包含関係で O′Xn ×O′Ym に対応する Oγ を Onmと表すことにすれば、O′Xn ×O′Ym ⊂ Onm

なので

X × Y ⊂
t∪

n=1

s∪
m=1

(O′Xn × O′Ym ) ⊂
t∪

n=1

s∪
m=1

Onm

である。よって、もとの開被覆 {Oγ}γ∈Γの有限部分開被覆 {O11,O12, · · · ,O1s, · · · ,Ot1, · · · ,Ots}によって X ×Y

は覆われたので、積位相空間 (X × Y,OX ×OY )はコンパクトである。 証明終

11.3 距離空間

定義 11.6 （距離空間・距離関数）Rを実数体とする。集合 Xに

関数 d : X × X → R

が与えられ、任意の x, y, z ∈ Xについて次の性質を満たすとき

1. d(x, y) ≥ 0 d(x, y) = 0なら x = y

2. d(x, y) = d(y, x)

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) 三角不等式

(X, d)を距離空間といい、dを距離関数、d(x, y)を x, yの距離という。◀

定義 11.7 距離空間 (X, d)と x ∈ X について、Vϵ(x) ≡ {p|d(x, p) < ϵ}と定義し、これを xの ϵ 近傍もしくは

開球という。◀

定義 11.8 距離空間 (X, d)と x ∈ Xについて、Vϵ(x) ≡ {p|d(x, p) ≤ ϵ}と定義し、これを xの閉球という。◀

補題 11.5 距離空間 (X, d)と、その部分空間 Y について、y ∈ Y, x ∈ Ycならば d(x, y) > 0と
なる。

(proof)

d(x, y) = 0ならば距離空間の定義から x = yとなり、x = y ∈ Y となって矛盾する。 証明終

11.3.1 距離空間における収束

距離空間においては、距離関数による実数との対応づけによって、収束の概念を定義できる。

定義 11.9 距離空間 (X, d)において、Xの点列 {xn}が

lim
n→∞

d(xn, a) = 0

をみたすとき、点列 {xn}は aに収束するといい

lim
n→∞

xn = a

といったように、数列の収束に準じて表す。◀

三角不等式によって極限の一意性が保証される。
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定理 11.6 距離空間 (X, d)において、Xの点列 {xn}が、n→ ∞のとき xn → a,xn → bならば
a = bである。

(proof)

d(a, b) > 0と仮定する。三角不等式から d(a, b) ≤ d(a, xn) + d(b, xn)であるが、n→ ∞のとき右辺は 0に収

束するので、d(a, xn) + d(b, xn) < d(a, b)とすることができ、矛盾する。したがって、d(a, b) = 0であり、距

離空間の定義から a = bとなる。 証明終

収束に関しては、距離空間においては次のような言いかえが可能である。

補題 11.7 距離空間 (X, d)において、Xの点列 {xn}が xに収束することと、任意の ε > 0に
対し、十分大きな nをとれば xn ∈ Vε(x)となることは同値である。

距離空間に対しては、コーシー列を定義できる。

定義 11.10 （コーシー列・完備距離空間）距離空間 (X, d)と X の点列 {xn}について、任意の ε > 0に対し

てある自然数 Lが存在して

∀n,m ≥ L → d(xn, xm) < ϵ

となるとき、点列 {xn}をコーシー列という。また、X の任意のコーシー列が収束することをコーシー完備

であるといい、このとき、Xを完備距離空間であるという。 ◀

11.3.2 距離空間の開集合・閉集合

定義 11.11 距離空間 (X, d)において、Xの部分集合 Oが ∀x ∈ Oについて、各 xに対し適当な ϵ > 0をとる

と Vϵ(x) ⊂ Oとなるとき、Oを距離空間の意味で開集合であるという。また、X, ϕは距離空間の意味の開集

合であると定義する。 ◀

定義 11.12 距離空間 (X, d)において、Xの部分集合 Fについて、Fcが距離空間の意味で開集合であるとき、

F は閉集合であるという。 ◀

定理 11.8 γ ∈ Γなる Oγがすべて距離空間の意味で開集合であるとき
∪
γ∈Γ

Oγも距離空間

の意味で開集合である。

(proof)

∀x ∈
∪
γ∈Γ

Oγ について、c ∈ Γ のどれかを選べば x ∈ Oc である。したがって、適当な ϵ > 0 をとれば

Vϵ(x) ⊂ Oc ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ よって、
∪
γ∈Γ

Oγ は距離空間の意味で開集合である。 証明終

定理 11.9 O1,O2 が距離空間の意味で開集合のとき O1 ∪ O2 も距離空間の意味で開集合で
ある。

(proof)

O1 ∩O2 = ϕのときは、定義よりこれは距離空間の意味で開集合である。O1 ∩O2 , ϕのとき、∀x ∈ O1 ∩O2

について x ∈ O1かつ x ∈ O2 である、O1,O2 が距離空間の意味で開集合なので、適当な ϵ > 0 をとれば

Vϵ(x) ⊂ O1かつ Vϵ(x) ⊂ O2 よって Vϵ(x) ⊂ O1 ∩ O2 となり、O1 ∩ O2 は開集合である。 証明終

以上の定理と、距離空間の意味での開集合の定義より、次のことが言える。
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定理 11.10 距離空間 (X, d)において、距離空間の意味での開集合からなる集合族Oをとる
と、(X,O)は位相空間になり、距離空間の意味の開集合は位相空間の意味でも開集合と
なる。

したがって、通常、距離空間においては、距離空間の開集合・閉集合のことを「距離空間の」という序詞

を付けずに呼んでも問題ないわけである。

次の定理は、距離空間の閉集合の、最も本質的な性質であり、収束と位相概念を結びつけるものである。

加算個の集合族に対する選択公理を用いれば、逆も成り立つことが分かる。

定理 11.11 距離空間 (X, d)において、Xの部分集合 Fが閉集合であるとき、Fの点列 {xn}が
xに収束するなら、x ∈ Fである。

(proof)

x < F と仮定すると、x ∈ Fc であるが、Fc は開集合なので適当な正数 ϵ を選べば

Vϵ(x) ⊂ Fc

となる。点列 {xn}は xに収束しているので、補題 11.7より十分大きな nに対して

xn ∈ Vϵ(x) ⊂ Fc

となることになるが、これは {xn}が F の点列であることに矛盾する。したがって x ∈ F である。 証明終

定理 11.12 距離空間 (X, d)において、Xの部分集合 Fについて、Fの任意の収束列 {xn}の極
限が Fに含まれるならば、Fは閉集合である。

(proof)

Fが閉集合で無いとすると、Fcは開集合でない。従って、ある b ∈ Fcが存在して、任意の ϵ > 0に対して

Vϵ(b) 1 Fcすなわち Vϵ(b)∩ F , ∅である。nを自然数とし、V 1
n
(b)∩ Fから選択公理により一要素を選び xn

とすると、点列 {xn}は F 上の点列で、b ∈ Fc に収束する。つまり、F が閉集合で無いならば、F の収束列

で極限が F に含まれないものが存在する。この対偶をとれば示される。 証明終

補題 11.13 開球は開集合である。

(proof)

開球を Vr(a)とする。∀b ∈ Vr(a)について、d(a, b) < rである。ここで、r − d(a, b) > 0なので、Vr−d(a,b)(b)

という bの r − d(a, b)近傍を考えることができる。∀x ∈ Vr−d(a,b)(b)について

d(b, x) < r − d(a, b)

d(b, x) + d(a, b) < r

d(a, x) < r ∵三角不等式

であるから、x ∈ Vr(a)である。つまり、任意のb ∈ Vr(a)に対し、正数 r−d(a, b)をとることでVr−d(a,b)(b) ⊂ Vr(a)

となるので、開球 Vr(a)は開集合である。 証明終

補題 11.14 閉球は閉集合である。
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(proof)

閉球を Vr(a)とする。∀b ∈ Vr(a)cについて、d(a, b) ≥ rである。ここで、d(a, b)− r > 0なので、Vd(a,b)−r(b)

という bの d(a, b) − r近傍を考えることができる。∀x ∈ Vd(a,b)−r(b)について

d(b, x) < d(a, b) − r

r + d(b, x) < d(a, b)

r + d(b, x) < d(a, x) + d(b, x) ∵三角不等式
r < d(a, x)

であるから、x ∈ Vr(a)c である。つまり、任意の b ∈ Vr(a)c に対し、正数 d(a, b) − rをとることで Vd(a,b)−r ⊂
Vr(a)c となるので、Vr(a)c は開集合である。よって、閉球 Vr(a)は閉集合である。 証明終

11.4 近傍

定義 11.13 Xを位相空間、a ∈ Xとする。このとき、Xの部分集合 Aについて

a ∈ B ⊂ A

となる開集合 Bが存在するとき、Aは点 aの近傍であるという。◀

定理 11.15 位相空間 Xとその部分集合 Aについて、Aが開集合であることと、Aの任意の
点について N ⊂ Aなる近傍 Nが存在することは、同値である。

(proof)

Aが開集合であれば、Aの任意の点について N = Aが N ⊂ Aなる近傍である。逆に、Aの任意の点につい

て N ⊂ Aなる近傍 Nが存在するとき。そのような、a ∈ Aの近傍を N(a)とすると、∀a ∈ Aについて、近傍

の定義より

a ∈ O(a),O(a) ⊂ N(a)

なる開集合 O(a)が存在する。これについて a ∈ O(a) ⊂ ∪a′∈A O(a′)であるから、つまり

A ⊂
∪
a′∈A

O(a′)

である。また、O(a) ⊂ N(a) ⊂ Aであるから ∪
a′∈A

O(a′) ⊂ A

である。よって

A =
∪
a′∈A

O(a′)

となる。O(a′)はそれぞれ開集合なので、その和集合である Aも開集合である。 証明終

距離空間においては、近傍は開球によって表される。

補題 11.16 距離空間では、そのある点 xについて、開球 Vϵ(x)は、xの近傍である。また、
任意の xの近傍 Nについて

∃ϵ > 0,Vϵ(x) ⊂ N

となる。
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11.5 連続写像

定義 11.14 X,Y を位相空間、 f を f : X → Y なる写像、aを Xの点とする。 f (a) ∈ Y の任意の近傍 NY に対

して

f (NX) ⊂ NY

となる a ∈ Xの近傍 NX が存在するとき、 f は点 aで連続であるという。また、∀x ∈ Xについて f が点 xで

連続であるならば、 f は連続であるという。◀

位相空間での近傍には、全空間も含まれており、近いという感覚はあまりない。連続の定義では、任意の

近傍を対象とすることによって、一般の位相空間では表現しづらい「近づく」ということを表現している。

連続写像を通じて、別々の距離空間の収束をリンクさせることができる。

定理 11.17 (X, dX), (Y, dY)を距離空間、 f を f : X → Y なる写像、aを Xの点とする。この
とき

f が aで連続 ↔ ∀ϵ,∃δ　 f (Vδ(a)) ⊂ Vϵ( f (a))

である。

(proof)

fが aで連続であるとき。 f (a)の任意の近傍 NY に対して f (NX) ⊂ NY となる aの近傍 NX が存在する。よっ

て、補題 11.16より、任意の ∀ϵ > 0について

f (NX) ⊂ Vϵ( f (a))

となる aの近傍 NX が存在する。このとき、補題 11.16よりある δが存在して

Vδ(a) ⊂ NX

である。よって、任意の ϵ について

f (Vδ(a)) ⊂ f (NX) ⊂ Vϵ( f (a))

である。

逆に ∀ϵ,∃δ, f (Vδ(a)) ⊂ Vϵ( f (a))であるとき。任意の f (a)の近傍 NY について、補題 11.16より、ある

ϕ > 0が存在して Vϕ( f (a)) ⊂ NY となる。よって、条件よりある δが存在して

f (Vδ(a)) ⊂ Vϕ( f (a)) ⊂ NY

であり、補題 11.16から Vδ(a)は aの近傍である。よって示された。 証明終

定理 11.18 (X, dX), (Y, dY)を距離空間、 f を f : X → Y なる写像、aを Xの点とする。この
とき

f が aで連続 ↔ lim
n→∞

xn = aなる任意の点列 {xn}について lim
x→∞

f (xn) = f (a)

である。
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(proof)

f が aで連続であるとき。定理 11.17より

∀ϵ,∃δ　 f (Vδ(a)) ⊂ Vϵ( f (a))

である。これを言い換えると

∀d(a, x) < δならば d( f (a), f (x)) < ϵ

である。 lim
n→∞

xn = aなので、nを十分大きくとれば d(a, x) < δとできる。よってこのとき任意の ϵ について

d( f (a), f (x)) < ϵ となるのだから

lim
x→∞

f (xn) = f (a)

である。

逆に、 lim
n→∞

xn = aなる任意の点列 {xn}について lim
n→∞

f (xn) = f (a)であるとき。 f が aで連続でないとする

と、定理 11.17より

∀δ,∃ϵ f (Vδ(a)) 1 Vϵ( f (a))

である。つまり、任意の δに対して、ある ϵが存在して b ∈ Vδ(a)かつ f (b) < Vϵ( f (a))となる b ∈ Xが存在す

る。よって、bn ∈ V 1
n
(a)かつ f (bn) < Vϵ( f (a))であるような点列 {bn}が存在する。これについては d(bn, a) < 1

n

であるから、

lim
n→∞

bn = a

よって、条件より

lim
n→∞

f (bn) = f (a)

である。つまり、nを十分大きくとれば

d( f (bn), f (a)) < ϵ

となるということだが、これは f (bn) < Vϵ( f (a))に矛盾する。よって f が aで連続である。 証明終

定理 11.19 距離関数は連続である。

(proof)

距離空間を (X, d)とする。∀a, b ∈ X について、任意の xn → a, yn → bなる点列 {xn}{yn}を考えたとき、三
角不等式より

d(xn, yn) ≤ d(xn, a) + d(a, yn)

≤ d(xn, a) + d(yn, b) + d(a, b)

d(xn, yn) − d(a, b) ≤ d(xn, a) + d(yn, b)

であり、また

d(a, b) ≤ d(xn, a) + d(b, xn)

≤ d(xn, a) + d(yn, b) + d(xn, yn)

−(d(xn, yn) − d(a, b)) ≤ d(xn, a) + d(yn, b)

であるから

|d(xn, yn) − d(a, b)| ≤ d(xn, a) + d(yn, b)

である。したがって、条件より n→ ∞とすると d(xn, a)→ 0, d(yn, b)→ 0であるから

lim
n→∞

d(xn, yn) = d(a, b)

となる。a, b ∈ Xは任意だったので、定理 11.18より距離関数 dは連続である。 証明終
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定理 11.20 写像 f : X → Yが連続であることと、任意の Yの開集合Oについて f −1(O)が X

の開集合であることは、同値である。

(proof)

写像 f : X → Y が連続であるとき。Oを Y の任意の開集合とする。 f −1(O)が空集合ならば、これは確かに

開集合である。 f −1(O) , ϕであるとき。∀x ∈ f −1(O)について、 f (x) ∈ Oであり、Oは f (x)の近傍であるか

ら、 f の連続性より

f (Nx) ⊂ O→ Nx ⊂ f −1(O)

となる xの近傍 Nx が存在する。よって、定理 11.15より f −1(O)は開集合である。

逆に、任意の Y の開集合 Oについて f −1(O)が Xの開集合であるとき。∀x ∈ Xについて、 f (x)の任意の

近傍 NY を考えると、近傍の定義より f (x) ∈ O ⊂ NY なる開集合 Oが存在する。このとき、x ∈ f −1(O)であ

り、条件から f −1(O)は開集合なので f −1(O)は xの近傍である。また、O ⊂ NY より

f −1(O) ⊂ f −1(NY )

であるから、 f (x)の任意の近傍 NY に対して、上記の関係を満たす xの近傍 f −1(O)が存在するということ

であり、任意の x ∈ Xについて f は xで連続である。つまり、 f は連続である。 証明終

コンパクトな位相空間から連続写像で移ることができる位相空間は再びコンパクトとなる。

定理 11.21 連続写像 f : X → Yについて、Xがコンパクトならば f (X)もコンパクトである。

(proof)

{Oγ}γ∈Γ を f (X)の開被覆とする。定理 11.20より、 f −1(Oγ)は開集合である。また、∀x ∈ Xについて

x ∈ f (X) ⊂
∪
γ∈Γ

Oγ

であるから

∃γ′ ∈ Γ f (x) ⊂ O′γ ↔ x ∈ f −1(O′γ)

である。∴ x ∈ f −1(O′γ) ⊂
∪
γ∈Γ

f −1(Oγ)つまり

X ⊂
∪
γ∈Γ

f −1(Oγ)

であり、{ f −1(Oγ)}γ∈ΓはXの開被覆である。Xがコンパクトなので、このうちの有限個の { f −1(O1), · · · , f −1(Om)}
によって

X ⊂
m∪

n=1

f −1(On)

= f −1

 m∪
n=1

On

 ∵ m < ∞

と覆われる。このとき

f (X) ⊂ f

 f −1

 m∪
n=1

On

 ⊂ m∪
n=1

On ∵ f ( f −1(A)) ⊂ A

であるから、もとの開被覆から選んだ {On}は f (X)の有限被覆である。よって、 f (X)はコンパクトである。

証明終
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11.6 閉包・稠密性

定義 11.15 （閉包）位相空間 Xの部分集合 Aについて、Aを含む全ての閉集合の共通部分を Aの閉包といい

A =
∩

F は閉集合,A⊂F

F

で表す。定理 11.1より、閉包は閉集合である。明らかに任意の閉集合 F(⊃ A)に対して A ⊂ F である。言

い換えれば、Aの閉包は、Aを含む最小の閉集合である。明らかに A ⊂ Aは成立している。◀

定義 11.16 （稠密）位相空間 Xの部分集合 Aが稠密であるとは、A = Xとなることをいう。◀

定義 11.17 位相空間が Xが可分であるとは、加算で稠密な部分集合を持つことを言う。◀

定理 11.22 Aが閉集合であることと A = Aであることは同値である。

(proof)

Aが閉集合ならば、Aは閉集合で A ⊂ Aなので A =
∩

F は閉集合,A⊂F

F ⊂ Aであり、また、直前の定理より A ⊂ A

なので、あわせて A = Aである。また、逆に A = Anならば、閉包 Aは閉集合なので当然 Aは閉集合であ

る。 証明終

11.6.1 集積点

定義 11.18 （集積点）点 x が距離空間の部分集合 A の集積点であるとは、適当な A の点列 {xn} により
lim
n→∞

xn = xとなることをいう。◀

距離空間において、ある集合の集積点とは、その集合上の点列の極限である。閉集合でなければ、ある集

合の集積点が再びその集合上の点であるかはわからない。逆に、定理 11.11より、閉集合の集積点は、再び

もとの閉集合に含まれる。

定理 11.23 距離空間において、Aの閉包は、Aに Aの集積点全てを加えた集合である。

(proof)

Aに Aの集積点全てを加えた集合を S とする。S = Aを示せばよい。まず、定理 11.11より、Aの閉包は

Aの集積点全てを含む。A ⊂ Aは常に成立するので、S ⊂ Aである。また、明らかに、任意の S の収束列の

極限（集積点となる）は S に含まれる。したがって、定理 11.12より S は閉集合である。よって閉包の定

義より A ⊂ S である。あわせて S = Aである。よって示された。 証明終

これを用いれば、稠密性の距離空間における言いかえが示される。

定理 11.24 距離空間 Xの部分集合 Aについて、Aが稠密であることは、任意の x ∈ Xが、A

の点列 {xn}によって x = lim
n→∞

xnとなることと同値である。

12 順序体と位相

12.1 距離空間としての順序体

アルキメデスの公理を満たす順序体 K を考える。その完備化は実数体であり、K ⊂ Rとみなせる。その

ため、絶対値によって d(x, y) = |x − y|とすると d : K × K → Rとみなすことができ、距離関数としての性質

をすべて満たしている。そのため、アルキメデスの公理を満たす順序体は距離空間としての位相を導入で
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きる。

K の点列 {xn}が距離空間として aに収束することは、任意の ϵ > 0に対してある N が存在して N ≤ nに

ついて

|xn − a − 0| = |xn − a| ≤ ϵ

が成立することにほかならず、順序体としての収束と同値である。コーシー列の定義も同値となる。距離空

間としての完備性はコーシー完備そのものである。

12.2 距離空間としての実数体

実数体も絶対値を以て距離空間であり、距離空間としても完備である。

定理 12.1 実数体上で、有理数体は稠密である。

(proof)

実数体は有理数体の完備化して得ることができた。任意の実数 aに対して、完備化の手続きにおいて aを

表現する有理数によるコーシー列のひとつを {an}とする。実数体はコーシー完備であり、実数体上で {an}
は aに収束している。よって、定理 11.24より示される。 証明終

系 12.2 任意の実数に対して、それを極限とする収束列が存在する。

12.2.1 実数体とコンパクト性

定義 12.1 実数 a, b ∈ R について、[a, b] ≡ V b−a
2

(
a+b

2

)
= {x :∈ R : a ≤ x ≤ b} を閉区間といい、(a, b) ≡

V b−a
2

(
a+b

2

)
= {x :∈ R : a < x < b}を開区間という。また [a, b) ≡ {x :∈ R : a ≤ x < b}を半開区間という。◀

定理 12.3 実数体 Rの有界閉区間はコンパクトである。

(proof)

有界閉区間 [a, b]と、その開被覆 {Oγ}γ∈Γ を考える。

A = {x|[a, x]が {Oγ}γ∈Γの有限部分被覆で覆われる }

とおく。開被覆 {Oγ}γ∈Γの中には、必ず aを含むものがあるので、それを持ってくることによって [a, a] = {a}
は有限部分被覆で覆われる。すなわち a ∈ Aであり、Aは空集合ではない。また、xが十分大きい時、[a, x]

は [a, b]の開被覆では覆えない。よって、Aは上に有界である。したがって、Rは順序完備なので、上限

sup Aが存在する。

ここで、sup A < bと仮定する。a ≤ sup A < bなので、sup Aは、開被覆 {Oγ}γ∈Γ のある開集合 O′ に含ま

れる。O′ が開集合なので、適当な正数 ϵ をとると、Vϵ(sup A) ⊂ O′ となる。よって、sup A < d < sup A + ϵ

となる dを選んでおくと

(sup A, d] ⊂ (sup A − ϵ, sup A + ϵ) = Vϵ(sup A) ⊂ O′

である。Aの定義より [a, sup A]は開被覆 {Oγ}γ∈Γの有限部分被覆 {O1, · · · ,Os}によって覆われる。このとき、

[a, d] = [a, sup A] + (sup A, d] ⊂ O1 ∪ · · · ∪ Os ∪ O′

となる。すなわち [a, d]が開被覆 {Oγ}γ∈Γの有限部分被覆で覆われるということであり、これは sup Aが Aの

上限であることに矛盾する。したがって、b ≤ sup Aである。このとき [a, b] ⊂ [a, sup A]であり、[a, sup A]は

[a, b]の開被覆 {Oγ}γ∈Γ の有限部分被覆で覆われるので、[a, b]もその有限部分被覆によって覆われる。よっ

て、[a, b]はコンパクトである。 証明終
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定理 12.4 実数体 Rにおいて、有界閉集合であることと、コンパクト集合であることは同値
である。

(proof)

Rの有界閉集合を F とする。有界であることより、F ⊂ [−a, a]となる a > 0が存在する。上述の定理より

[−a, a]はコンパクトであり、F はその部分閉集合なので、定理 11.3より F もコンパクトである。

逆について、Rのコンパクト集合を C とする。補題 11.13より、開区間は開集合なので、(−a, a) (a =

1, 2, · · · )の全体は Aの開被覆であるが、C はコンパクトなのでそのうちの有限個によって覆われる。この

有限部分被覆のうち最大のものを (−N,N)n とすると、C ⊂ (−N,N)n ⊂ [−N − 1,N + 1]n であるので、Cは有

界である。

また、任意の x ∈ Ccをとり 16、xを中心とする閉球の補集合による集合族 {V 1
m

(x)c}m∈Z を考える。∀y ∈ C

について、補題 11.5より d(x, y) > 0である。よって d(x, y) > 1
M > 0なる M ∈ Z をとれば

y < V 1
M

(x) ⇔ y ∈ V 1
M

(x)c ∴ Cc ⊂
∪
m∈Z

V 1
m

(x)c

となる。さらに、補題 11.14より V 1
m

(x)は閉集合なので、V 1
m

(x)cは開集合である。よって、{V 1
m

(x)c}m∈Z は

Cの開被覆である。Cはコンパクトなので、この中からCの有限部分被覆をとることができる。そのうち最

大のもの、すなわち mが最小のものを V 1
m′

(x)cとすれば、これは有限部分被覆の他のどの開集合も含むので

C ⊂ V 1
m′

(x)c ⇔ V 1
m′

(x) ⊂ Cc

となる。すなわち、任意の x ∈ Cc に関して、正数 1
m′ をとれば V 1

m′
(x) ⊂ Cc となるので、Cc は開集合であ

る。よって Cは閉集合である。 証明終

実数体 R上で、有界閉集合は位相の観点からコンパクト性と同値であるという特別な意味が与えられた。

さらに、実数体上では最大値・最小値の存在と密接に関連している。

定理 12.5 実数体 Rの上に有界な閉集合は、最大値を持ち、下に有界な閉集合は、最小値を
持つ。

(proof)

実数体 Rの有界閉集合を Aとする。最大値について考える。最小値についても同様に証明可能である。

上に有界なので、実数の順序完備性より上限 sup Aが存在する。任意の a ∈ Aに対して a ≤ sup Aが成立

している。sup A , Aと仮定する。このとき、任意の a ∈ Aに対して a < sup Aが成立している。ak ∈ A

をとる。このとき、ak < sup Aであり ak <
ak + sup A

2
< sup Aが成立している。よって、上限の定義より

ak + sup A
2

< ak+1 となる ak+1 ∈ Aが存在する。このときやはり
ak + sup A

2
< ak+1 < sup Aである。よって

ak − sup A
2

< ak+1 − sup A < 0であり

|ak − sup A|
2

> |ak+1 − sup A|

が成立している。よって、a0 ∈ Aをとって、うえの規則により数列 {an}をつくると、|an − sup A|がいくら
でも小さくなることから sup Aに収束している。このとき、Aが閉集合なので定理 11.11より sup A ∈ Aと

なり矛盾する。よって sup A ∈ Aが成立しており、sup Aが最大値に他ならない。 証明終

系 12.6 実数体 Rの有界閉集合は、最大値・最小値をもつ。
16Cc は C の補集合を表す。
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コンパクト性は連続写像によって保存され、実数体ではコンパクト性が有界閉集合と同値であり、最大

値・最小値の存在を保証することから、コンパクトな集合から実数への連続写像については、最大値・最小

値の存在が保証される。これは、原理上も応用上も極めて重要な性質である。

定理 12.7 位相空間Xのコンパクトな部分集合Aと連続写像 f : X → Rについては、f (A) ⊂ R
に最大値・最小値が存在する。

(proof)

定理 11.21より、 f (A)はコンパクトである。よって、定理 12.4より f (A)は有界閉集合である。ゆえに、

定理 12.6より、 f (A)に最大値・最小値が存在する。 証明終

12.2.2 中間値の定理

連続写像の概念が導入されたことにより、解の存在を保証する中間値の定理を考えることができる。

定理 12.8 実数体の有界閉区間 [a, b]上で連続な写像 f : [a, b]→ Rについて f (a) < 0, f (b) > 0

が成立しているとする。このとき、 f (c) = 0となる c ∈ [a, b]が存在する。

(proof)

A ≡ {x ∈ [a, b] : f (x) ≤ 0}とする。Aは上に有界であることから上限が存在する。c = sup Aとする。まず、

a ∈ Aなので a ≤ cである。また、A ⊂ [a, b]であり c = sup A ≤ sup[a, b] = bである。つまり a ≤ c ≤ bを満

たしている。

f (c) < 0と仮定する。 f は cで連続であるため、ある δ > 0が存在して

f ([c − δ, c + δ]) ⊂ V0.5| f (c)|( f (c)) = (1.5 f (c), 0.5 f (c))

が成立する。このとき特に f (c + δ) < 0.5 f (c) < 0であり、cが上限であることに矛盾する。よって 0 ≤ f (c)

である。

0 < f (c)と仮定する。 f は cで連続であるため、ある δ > 0が存在して

f ([c − δ, c + δ]) ⊂ V f (c)( f (c)) = (0, 2 f (c))

が成立する。cは上限なので c − δ < a′ ≤ c ∈ Aとなる a′が存在する。このとき 0 ≤ f (a′)であるが、これは

f (a′) ⊂ f ([c − δ, c + δ]) ⊂ (0, 2 f (c))に矛盾する。よって f (c) = 0でなければならない。 証明終

12.2.3 実数の多項式

実数の多項式 f (x) ∈ R[x]は、代入によって f : R→ Rなる写像と考えることができる。さらに、これは

連続写像である。

定理 12.9 実数の多項式 f (x) ∈ R[x]は任意の実数において連続である。

(proof)

aを任意の実数とし、{an}を aに収束する任意の数列とする。 f (x) =
∑

i

bix
i と表しておく。
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lim
n→∞

f (an) = lim
n→∞

∑
i

bi(an)i

=
∑

i

lim
n→∞

bi(an)i ∵和の極限

=
∑

i

bia
i ∵積の極限

= f (a)

となるため、定理 11.18より f (x)は任意の実数において連続である。 証明終

よって、実数の多項式においては、中間値の定理により解の存在を検討することができる。

12.2.4 n重根

nを自然数とし、実数の多項式 f (x) = xn − aの解を検討しよう。a = 0ならば x = 0が解である。まず

0 < a < 1の場合を検討しよう。f (0) = −a < 0であり f (1) = 1− a > 0なので中間値の定理 12.8より f (c) = 0

なる 0 ≤ c ≤ 1が存在する。つぎは、1 ≤ aの場合を考える。a = 1ならば x = 1が解である。1 < aのときは

a < an が成立している。よって f (0) = −a < 0, f (a) = an − a > 0なので f (c) = 0なる 0 ≤ c ≤ aが存在する。

定義 12.2 （n重根）自然数 n,実数 aについて、実数の多項式 xn − aの解を n重根という。また、そのうち

aと符号が等しいものを a
1
n と表す。とくに

√
a = a

1
2 と表す。◀

上に見たとおり、0 ≤ aについては n重根は存在する。順序の性質により、n重根が存在するとき、その

絶対値は一意である。より詳しい構造は nが偶数か奇数かによって異なる。

nが偶数のとき xn は a > 0に対して n重根は正負二つ存在する。一方で、xn がつねに非負であるため、

a < 0に対して n重根が存在しない。

nが奇数のとき xnは a > 0に対して n重根はひとつ存在する。また、a < 0に対しても n重根がひとつだ

け存在する。

13 ユークリッド空間

定義 13.1 Rを実数体とする。Rnに

x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn ; d(x, y) =

√√
n∑

k=1

(xk − yk)2

という距離を導入すると、(Rn, d)は距離空間となる。これをユークリッド空間と言い、dを標準距離・ユー

クリッド距離と称す。◀

距離空間であるので、定義 11.11及び 11.12により開集合・閉集合を定義できる。他の距離空間・位相空

間に関する事項も同様である。

13.1 積位相空間による開集合の定義

R自身も距離空間なので、Rnの開集合族を Rの積位相空間 (p68)から定義することもできる、すなわち

O = O1 × · · · × On ⊂ Rnが開集合⇔ O1, · · · ,Onがすべて Rの開集合

と定義すれば、これは定理 11.2より位相空間の開集合族の条件を満たす。こうして得られた、積位相空間

としての開集合は、ユークリッド距離による開集合と一見異なるが、実のところ、この二つは同値である。
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定理 13.1 O = O1 × · · · ×On ⊂ Rnが、積位相空間としての Rnの開集合であることと、ユー
クリッド距離空間としての開集合であることは、同値である。

(proof)

O = O1 × · · · × On ⊂ Rnが、積位相空間としての Rnの開集合であるとき。まず

Oiが Rの開集合である ⇔ ∀a ∈ Oiに対して適当な正数ϵをとると Vϵ(a) ⊂ Oiとなる

である。ここでは Vϵ(a) = {x; |x − a| < ϵ}であるから、Oが積位相空間としての Rnの開集合であるとは、

∀a = (a1, · · · , an) ∈ Oに対して適当な正数 ϵ1, · · · , ϵn をとると
{(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ1, · · · , |xn − an| < ϵn} ⊂ Oとなる

ことである。

このとき、ϵ ≡ min(ϵ1, · · · , ϵn)とすると

{(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ} ⊂ O

である。∀y ∈ Vϵ(a)について

|yi − ai|2 ≤
n∑

k=1

|yk − ak |2 = d(y, a)2 < ϵ2

よって y ∈ {(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ}であるからつまり

Vϵ(a) ⊂ {(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ}

⊂ O ∵ (13.1)

であり、任意の a ∈ Oについて適当な ϵ > 0をとると Vϵ(a) ⊂ Oが成り立つので、Oはユークリッド距離空

間の意味でも開集合である。

逆に、Oがユークリッド距離空間の意味で開集合であるとき。任意の a ∈ Oについて適当な ϵ > 0をとる

と Vϵ √n(a) ⊂ Oが成り立つ。∀x ∈ {(x1, · · · , xn); |x1 − a1| < ϵ, · · · , |xn − an| < ϵ}について

d(x, a)2 =

n∑
i=1

|xi − ai|2

<

n∑
i=1

ϵ2 = nϵ2

d(x, a) < ϵ
√

n

よって、x ∈ Vϵ √n である。つまり

{(y1, · · · , yn); |y1 − a1| < ϵ, · · · , |yn − an| < ϵ} ⊂ Vϵ √n ⊂ O

であり、任意の a ∈ Oについて適当な ϵ > 0をとると {(y1, · · · , yn); |y1 − a1| < ϵ, · · · , |yn − an| < ϵ} ⊂ Oが成り

立つので、Oは Rの積位相空間の意味でも開集合である。 証明終

13.2 半開区間・開区間・閉区間

定義 13.2 a, b ∈ Rnについて

[a, b) ≡ [a1, b1) × · · · × [an, bn) = {(x1, · · · , xn); a1 ≤ x1 < b1, · · · , an ≤ xn < bn}
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と定義し、これを半開区間という。同様に閉区間もしくは n次元長方形を

[a, b] ≡ [a1, b1] × · · · × [an, bn] = {(x1, · · · , xn); a1 ≤ x1 ≤ b1, · · · , an ≤ xn ≤ bn}

と定義し、また開区間を

(a, b) ≡ (a1, b1) × · · · × (an, bn) = {(x1, · · · , xn); a1 < x1 < b1, · · · , an < xn < bn}

と定義する。また、これらについて、その大きさを

|[a, b)| ≡ |[a, b]| ≡ |(a, b)| ≡ |a1 − b1| · · · |an − bn|

と定義する。 ◀

定義 13.3 Rnの部分集合 Aが有界であるとは、適切な閉区間 I をとったとき A ⊂ I となることをいう。◀

定理 13.2 半開区間の共通部分は半開区間である。

(proof)

定義を考えると

[b1, a1) × · · · × [bn, an) ∩ [b′1, a
′
1) × · · · × [b′n, a

′
n)

=[min(b1, b
′
1) − max(a1, a

′
1)) × · · · × [min(bn, b

′
n) − max(an, a

′
n))

である。よって示された。 証明終

定理 13.3 半開区間 I1 ⊂ I2について |I1| ≤ |I2|

(proof)

各次元について |bi − ai|を考えればよい。容易。詳細略。 証明終

補題 13.4 開区間は開集合である。

(proof)

Rでは、(a, b) = V |a−b|
2

( a+b
2 )なので、補題 11.13より、開集合である。

Rnの開区間は、Rの開区間の直積なので、積位相空間の意味では開集合である。よって、定理 13.1より、

Rnの開区間は開集合である。 証明終

13.3 コンパクト

ユークリッド空間においても、コンパクトであることと有界閉集合であることが同値である。片方づつ示

そう。

定理 13.5 Rnの有界閉集合はコンパクトである。

(proof)

Rnの有界閉集合を Fとおく。有界なので十分大きな閉区間 [−a, a]をとれば F ⊂ [−a, a] = [−a, a]nとなる。

定理 12.3より [−a, a]はコンパクトであり、したがって、定理 11.4より [−a, a] = [−a, a]nもコンパクトであ

る。F はその部分閉集合なので、定理 11.3より F もコンパクトである。 証明終
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定理 13.6 Rnのコンパクトな集合は、有界閉集合である。

(proof)

Cを Rnのコンパクト集合とする。補題 13.4より、開区間は開集合なので、(−a, a)n (a = 1, 2, · · · )の全体
は Aの開被覆であるが、C はコンパクトなのでそのうちの有限個によって覆われる。この有限部分被覆の

うち最大のものを (−N,N)n とすると、C ⊂ (−N,N)n ⊂ [−N − 1,N + 1]n であるので、Cは有界である。

また、任意の x ∈ Ccをとり、xを中心とする閉球の補集合による集合族 {V 1
m

(x)c}m∈Z を考える。∀y ∈ Cに

ついて、補題 11.5より d(x, y) > 0である。よって d(x, y) > 1
M > 0なる M ∈ Z をとれば

y < V 1
M

(x) ⇔ y ∈ V 1
M

(x)c ∴ Cc ⊂
∪
m∈Z

V 1
m

(x)c

となる。さらに、補題 11.14より V 1
m

(x)は閉集合なので、V 1
m

(x)cは開集合である。よって、{V 1
m

(x)c}m∈Z は

Cの開被覆である。Cはコンパクトなので、この中からCの有限部分被覆をとることができる。そのうち最

大のもの、すなわち mが最小のものを V 1
m′

(x)cとすれば、これは有限部分被覆の他のどの開集合も含むので

C ⊂ V 1
m′

(x)c ⇔ V 1
m′

(x) ⊂ Cc

となる。すなわち、任意の x ∈ Cc に関して、正数 1
m′ をとれば V 1

m′
(x) ⊂ Cc となるので、Cc は開集合であ

る。よって Cは閉集合である。 証明終

補題 13.7 閉区間はコンパクトであり、有界閉集合である。

(proof)

閉区間を [a1, b1] × · · · × [an, bn]とする。定理 12.3より、各 [a1, b1], · · · , [an, bn]はコンパクトである。よっ

て、定理 11.4より閉区間 [a1, b1] × · · · × [an, bn]はコンパクトである。したがって、定理 13.6よりこれは有

界閉集合である。 証明終

補題 13.8 Rnの閉球はコンパクトである。

(proof)

任意の閉球に対して、それを含む閉区間が存在する。（定理 13.1と同様。）直前の補題より、閉区間はコン

パクトである。閉球は、コンパクト集合である閉区間の部分閉集合なので、定理 11.3より、閉球はコンパ

クトである。 証明終

13.4 完備性

定理 13.9 ユークリッド空間 Rnはコーシー完備である。

(proof)

Rnの任意のコーシー列 {xk}について、その i要素を xi
k と表示することにする。コーシー列であることよ

り、任意の ϵ > 0に対して、Lが存在して L ≤ k,mについて

d(xk, xm) ≤ ϵ

が成立する。このとき

|xi
k − xi

m|2 ≤
∑

i

(xi
k − xi

m)2 ≤ ϵ2

なので |xi
k − xi

m| ≤ ϵ が成立しており、各 iについて {xi
k}もコーシー列であり、収束する。この極限を ci と

し、c = (c1, · · · , cn)とする。このとき、任意の ϵ > 0について、十分大きい kに対しては

|xi
k − ci| <

ϵ
√

n
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が成立するので

d(xk, c) =

√∑
i

|xi
k − ci|2

≤
√∑

i

ϵ2

n

=
√
ϵ2 = ϵ

より、任意のコーシー列 {xk}が収束している。 証明終

14 多項式の解と複素数

体の多項式（多変数でない）は、すでに定理 7.10で示しているとおり、ユークリッド整域であり、単項

イデアル整域・一意分解整域でもある。

14.1 代数的・超越的

(K,+, · · · )を体とする。Kの多項式 K[x]の解がどのようになっているかは興味のあるところである。そこ

で a ∈ K を固定し、K[a] ≡ { f (a) : f (x) ∈ K[x]} ⊂ K と定める。写像 ϕa : K[x]→ K[a]を

ϕa : f (x) 7→ f (a)

によって定める。ϕaは全射かつ準同型写像である。したがって、核 ker ϕa(⊂ K[x])はイデアルである。環の

準同型定理 6.11より、像 ϕa(K[x]) = K[a]と剰余環 K[x]/ ker ϕa が同型である。

核 ker ϕa には必ず 0 ∈ K[x]は含まれる。ker ϕa = {0}のとき、a ∈ K は超越的であるという。ker ϕa , {0}
のとき、a ∈ K は代数的であるという。

aが超越的であることは、多項式の解として aが表せないことを意味している。また、aが超越的である

とき、剰余環 K[x]/ ker ϕaは K[x]そのものなので、ϕa(K[x]) = K[a]と K[x]が同型であり、ϕaは同型写像で

ある。

aが代数的であるとき、K[x]が単項イデアル整域であることより、ker ϕa = (pa(x))を満たす多項式 pa(x) ∈
K[x]が存在する。このとき、pa(x)を aの最小多項式という。最小多項式は同伴なもの、すなわち、Kの定

数倍を除いて一意である。特に断らない限り、最小多項式はモニックなものを選ぶものとする。

多項式 f (x) ∈ K[x]が解として aを持つ（ f (a) = 0）ことは、 f (x) ∈ ker ϕa = (pa(x))と同値である。よって

f (a) = 0 ⇔ pa(x)| f (x)

が成立し、多項式が解として aを持つことと、最小多項式の倍元であることが同値である。また、pa(a) = 0

も当然成立している。

14.2 体の拡大

定義 14.1 （部分体・拡大体）体 (K,+, ·)について、E ⊂ K について (E,+, · · · )が体であるとき、E を K の

部分体といい、K を Eの拡大体という。◀
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典型的には、体 (K,+, ·)について、多項式環 K[x]はその拡大体である。

さて、ここで体の多項式環 K[x]の剰余環について考える。K[x]は単項イデアル整域であることに注意す

る。K[x]の任意のイデアルは単項イデアルであるため、多項式 p(x)によって I = (p(x))のように表すこと

ができる。このとき、剰余環 K[x]/(p(x))はどのようなものであろうか。剰余環のそれぞれの元は、代表元

のひとつを g(x)とすると g(x) + h(x), h(x) ∈ (p(x))の形で表される元の集合（同値類）である。すなわち

g(x) + p(x)Q(x)

の形で表される元の集合ということになる。体の多項式では常に整除が行えるため

g(x) = p(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg p(x)

を満たす r(x), q(x)が一意に存在する。したがって

g(x) + p(x)Q(x) = p(x)q(x) + r(x) + p(x)Q(x)

= p(x)(q(x) + Q(x)) + r(x)

であり、剰余環 K[x]/(p(x))を構成する同値類に属する多項式は、すべて余りが r(x)に等しい。このとき、

同値類 [r(x)] = [g(x)]は

r(x) + p(x) f (x)

の形に表される多項式の集合であり、剰余環は余りが等しい多項式をひとまとめにしたものといえる。（ま

さにこれが剰余環の名称の由来でもある。）

ここで deg p(x) ≥ 1であれば、定数 a ∈ K を p(x)で整除した余りは aそのものである。つまり、剰余環

K[x]/(p(x))は K を含むと考えることができる。さらに p(x)が素元（既約多項式と呼ばれる。）であれば、

系 6.43より K[x]/(p(x))は体であり、K の拡大体である。

さて、p(x)は次数が 1以上の既約多項式であるとし、K から拡大体 K[x]/(p(x))への同値類をとる写像

ϕ : f (x) 7→ [ f (x)]

を考える。この写像は準同型写像である。Kの定数 aに対して、ϕ(a)はK[x]/(p(x))においてKに対応する元で

あり、K[x]/(p(x))を拡大体と考えることは ϕ(a) = aとみなすことに相当する。ここで α ≡ ϕ(x) ∈ K[x]/(p(x))

とおく。K の多項式

f (x) =
∑

i

aix
i

は、K[x]/(p(x))を K の拡大体と考えているため、K[x]/(p(x))の多項式ともみなすことができ

ϕ( f (x)) = ϕ

∑
i

aix
i

 =∑
i

ϕ
(
aix

i
)

=
∑

i

ϕ (ai) ϕ (x)i

=
∑

i

aiα
i

が成立することから、K[x]/(p(x))において、K[x]/(p(x))の多項式 f (x)に αを代入したもの f (α)であると

考えることができる。とくに、p(x)について ϕ(p(x)) = p(α) ∈ K[x]/(p(x))であり、また

ϕ(p(x)) = [p(x)] = [0] = ϕ(0) = 0
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であることから

p(α) = 0

が成立する。以上のことは、Kの既約多項式 p(x)が Kにおいて解を持つかどうかにかかわらず、Kの拡大

体 E ≡ K[x]/(p(x))をつくれば、拡大体 E において多項式 p(x)は必ず解をひとつは持つようにできるとい

うことである。

定理 14.1 体 Kとその既約多項式 p(x)について、少なくとも K[x]/(p(x))を以て、p(x)が解
を持つような Kの拡大体が存在する。

14.3 複素数体の構成

すでに見たとおり、実数体 Rにおいて、x2 + 1の解
√
−1は存在しない。しかし、上に見た方法により

x2 + 1が解を持つ拡大体 R[i]/(i2 + 1)を構成することができる。これは複素数体と呼ばれており、Cで表さ

れる。複素数体の元は複素数といわれる。

複素数は、実数の多項式 R[i]を考え、差がイデアル (i2 + 1)に属するものが等しいというルールを付加す

ればよい。特に、複素数 zに対して i2z + z = z(i2 + 1) ∈ (i2 + 1)より

i2z = −z

という等式が成り立つと考える。

C = R[i]/(i2 + 1)は、剰余環としては、多項式を i2 + 1で整除した余りと一対一に対応することから、複

素数は一意に a+ biの形に表せる。この形は、多項式を i2z = −zというルールで整理を繰り返すことでも得

られる。そのため、複素数はユークリッド空間 R2 に対応させることができる。具体的には、写像

fR2C : R2 ∋ (a, b)T 7→ a + bi ∈ C

を考える。これは明らかに全単射であり、この写像によって複素数体とユークリッド空間 R2 を対応させ、

位相を導入する。複素数体における距離関数は

d(x, y) ≡ d
(

f −1
R2C(x), f −1

R2C(y)
)

と定義する。これによって距離空間としての位相を導入することができる。特に、複素数 zに対して、絶対

値を |z| ≡ d(z, 0)によって定義する。

複素数体における位相は、結局ユークリッド空間 R2に帰着させているに過ぎないため、ユークリッド空

間における性質は基本的にはそのまま通用する。重要なことは fR2C が全単射かつ連続写像であることであ

る。全単射かつ連続である写像は同相写像と呼ばれ、同相写像で結ばれる位相空間は位相同型であるとい

う。この用語のもと、複素数体とユークリッド空間 R2は位相同型である。主な性質について、下に述べて

おこう。

定理 14.2 複素数体 Cにおける閉球はコンパクトである。

(proof)

複素数体Cにおける半径 rで中心を z0とする閉球Vr(z0) = {z ∈ C; |z−z0| ≤ r}について、z = a+bi, z0 = a0+b0i

と表わせば

|z − z0| ≤ r ⇐⇒ d((a, b)T , (a0.b0)T ) ≤ r

なので

fR2C(Vr((a0, b0))) = Vr(z0)
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だから、定理 11.21より Vr(z0)はコンパクトである。 証明終

定理 14.3 複素数体 Cはコーシー完備である。

(proof)

複素数体における距離関数である d(a1 + b1i, a2 + b2i) = |(a1 + b1i) − (a2 + b2i)|と、これを R2 の元と見た

ときの（ f −1
R2C で対応させたときの）d

a1

b1

 , a2

b2

 = √(a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 は等しく、収束は全く同値とな

る。したがって、定理 13.9より R2 はコーシー完備なので、複素数体 Cもコーシー完備である。 証明終

14.4 複素数の極表示

複素数は r(cos θ + i sin θ)という形にも表せる。これは極表示と呼ばれている。rは絶対値と呼ばれ、θは

偏角と呼ばれる。極表示の観点では、複素数の乗法が

r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2) = r1r2{(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)}

= r1r2{cos(θ1 + θ2) + i cos(θ1 + θ2)}

というように、絶対値の乗法と偏角の加法（つまり回転）として考えられる。

これを使うと、複素数における n乗根を検討することができる。複素数 r(cos θ+ i sin θ)の n乗根を求めよ

う。まず、非負実数に対しては、非負 n乗根が 1つ必ず存在している。そこで、絶対値は r
1
n でなければな

らない。偏角については、n乗根のひとつは
θ

n
であることがわかる。さらに、2π回転した場合は元に戻る

ため、n乗した場合、
2π
n
の 0, 1, · · · , n− 1倍を乗じたものはすべて n乗根である。定理としてまとめておく。

定理 14.4 複素数体においては、n乗根が n個必ず存在する。

14.5 代数学の基本定理

実数体において x2 + 1が解を持つような拡大体として複素数を構成したが、どこまで拡大すれば常に多

項式が解を持つようにすることができるのであろうか。驚くべきことに、実は複素数体までで常に多項式

が解を持つ。この事実は代数学の基本定理とも呼ばれている。

定理 14.5 複素数の多項式は連続写像である。

(proof)

zを任意の複素数とし、{an}を zに収束する任意の数列とする。 f (x) =
∑

i

bix
i と表しておく。

lim
n→∞

f (an) = lim
n→∞

∑
i

bi(an)i

=
∑

i

lim
n→∞

bi(an)i ∵和の極限

=
∑

i

biz
i ∵積の極限

= f (z)

となるため、定理 11.18より f (x)は任意の複素数数において連続である。 証明終
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定理 14.6 （代数学の基本定理）複素数の１次以上の任意の多項式は必ず解を持つ。

(proof)

複素数の多項式を f (z) =
n∑

i=0

aiz
i とする。定数倍しても解は変わらないため、モニックな多項式（an = 1）

に一意性を失わず限定する。

f (z) = 0⇔ | f (z)| = 0

であるため、| f (z)|の最小値を検討することによって解の存在を考えることができる。

まず、|z|が十分大きいときの | f (z)|について調べる。

| f (z)| =
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=0

aiz
i

∣∣∣∣∣∣∣ = |zn|
∣∣∣∣∣∣∣1 +

n−1∑
i=0

ai

zn−i

∣∣∣∣∣∣∣
であり ∣∣∣∣∣∣∣

n−1∑
i=0

ai

zn−i

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
i=0

|ai|
|z|n−i

なので、
∣∣∣∑n−1

i=0
ai

zn−i

∣∣∣は |z|を大きくすればいくらでも小さくなる。したがって ∣∣∣1 +∑n−1
i=0

ai

zn−i

∣∣∣はいくらでも 1に

近づけることができる。よって、|z|を十分大きくすれば、例えば∣∣∣∣∣∣∣1 +
n−1∑
i=0

ai

zn−i

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 0.9

とすることができる、このとき

| f (z)| = |zn|
∣∣∣∣∣∣∣1 +

n−1∑
i=0

ai

zn−i

∣∣∣∣∣∣∣
≥ 0.9|z|n

であり、|z|を大きくすれば | f (z)|はいくらでも大きくなる。そこで、ある実数 M > 0をとると |z| > Mのと

き | f (z)| ≥ | f (0)|とすることができる。このとき、|z| ≤ M の中に | f (0)|が含まれるため、閉球 V M(0) = {z ∈
C : |z| ≤ M}の中で | f (z)|を最小にするものが見つかれば、それは zが複素数体全体にわたる場合における

| f (z)|の最小値である。

定理 14.5より f (z)は連続写像であり、また距離関数も連続写像であることから、複素数体から実数体へ

の写像としての | f (z)|も連続写像である。定理 14.2より閉球 V M(0)はコンパクトであることから、定理 12.7

より {| f (z)| : |z| ≤ M}に最小値が存在する。最小値に対応する V M(0)の元を z0 とする。| f (z0)|は | f (z)|の最
小値である。

g(z) ≡ f (z + z0)と定義する。g(0) = f (z0)なので |g(z)|は z = 0において最小値をとる。ここで、|g(0)| > 0

であると仮定する。g(0)は g(z)の定数項に相当するため、g(z)は定数項が 0でない。これを a = g(0) , 0と

おく。また、g(z)は 1次以上の多項式であるため、定数項以外に係数が 0でないものが存在する。そのうち

次数の最も小さいものの係数を b , 0とし、その次数を K とする。このとき、g(z)は

g(z) = a + bzK + zK+1h(z), h(z) ∈ C[z]

という形に表される。定理 14.4より、複素数体においては n乗根がつねに存在するため、−a
b
の K 乗根 c

が常に存在する。このとき bcK = −aが成立している。t > 0なる小さい実数 tをとると、多項式 h(z)は定数

もしくは連続なので t|cK+1h(tc)| < |a|とすることができる。このとき
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|g(tc)| = |a + b(tc)K + (tc)K+1h(tc)|
= |a − atK + tK tcK+1h(tc)|
≤ |a − atK | + tK t|cK+1h(tc)|

< |a|(1 − tK) + tK |a|
= |a| = |g(0)|

であり、|g(0)|が最小であることに矛盾する。よって | f (z0)| = 0であり、z0が解として存在している。 証明終

ここで、 f (z)を複素数の多項式としよう。代数学の基本定理より、 f (z)は少なくとも解をひとつもつた

め、これを α1 とする。このとき因数定理より f (z) = (z − α1) f1(z)と表すことができる。 f1(z)が定数でなけ

れば、やはり解を一つ持つため、それを α2 とすると f (z) = (z − α1)(z − α2) f2(z)と表すことができる。この

操作を定数になるまで繰り返せば

f (z) = c(z − α1) · · · (z − αn)

という形に表せることになる。これは素元分解のひとつの形であり、体の多項式は定理 7.10よりユークリッ

ド整域であり、一意分解整域でもあることから、この形への分解は一意である。

定理 14.7 複素数の多項式は
c(z − α1) · · · (z − αn)

という形に一意に変形できる。
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